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概要

古典的にはブラックホールは内部から物質を放出することはできない。しかし、ブラック

ホール時空上の場の量子論を考えるとブラックホールは熱的な輻射 (Hawking輻射)を出して
蒸発していくことが分かる。ブラックホールの蒸発過程を理解することは、重力理論、量子

論、または宇宙論的にも重要なことである。ブラックホールはHawking輻射により痩せてい
き、いずれPlanck質量に達すると考えられる。Planckスケール以降の蒸発過程はHawking
輻射の反作用や量子重力効果が効いてくるためほとんど何も分かっていない。しかし、4次
元ブラックホールに関しては Planckスケールまでは準静的に痩せていくだけであろうと考
えられている。

ところで、近年、超弦理論の登場により多くの高次元ブラックホールの研究が行われてき

た。超弦理論では、我々の時空は 4次元ではなく、より高次元であることを予言する。しか
し、我々が観測するのは 4次元時空である。残りの次元はどう考えれば良いだろうか。高次
元時空を 4次元時空に見えるようにするには、余分な次元を小さくコンパクト化してやれば
よい。通常このコンパクト化のスケールは Planck長程度と考えられており、現在の実験の
エネルギースケール (∼TeV)では見ることはできないとする。このようなコンパクト化され
た時空のことをKaluza-Klein時空という。このKaluza-Klein時空でのブラックホールを考
えてみよう。コンパクト化された空間で自然なブラックホールは余剰次元方向に巻きついた

形をしていると考えられる。このようなブラックホールをKaluza-Kleinブラックホールと
いい、この論文での主な研究対象である。このKaluza-Kleinブラックホールの蒸発過程は
どうなるであろうか。それは Planckスケールに到達する以前の段階で 4次元のものと大き
く異なってくる可能性がある。その理由の一つとして、Kaluza-Kleinブラックホール特有
の不安定性が挙げられる。ブラックホールホライズンがコンパクト化のスケールより小さい

Kaluza-Kleinブラックホールは不安定であることが知られている (Gregory-La�amme不安
定性)。そのため、Hawking輻射でブラックホールが痩せていく段階で、ブラックホールが
不安定化して、時空構造が大きく変化すると考えられる。二つ目の理由として、内部空間の

ダイナミクスが挙げられる。Hawking輻射の反作用により、ブラックホールは痩せていくの
であるが、同様に内部空間も Hawking輻射の反作用を受けて変化していく。特にこの内部
空間のダイナミクスは、これまでの研究では全く考えられてこなかった。

この修士論文での研究の目的は、Hawking輻射による内部空間のダイナミクスを考慮に入
れてKaluza-Kleinブラックホールの蒸発過程を明らかにすることである。実際の研究の結果、
古典的には内部空間は安定であるにもかかわらず、Hawking 輻射の反作用により不安定化す
るということが分かった。我々はこの内部空間の不安定性を考慮し、Hawking輻射の反作用
により内部空間が潰れてしまうのではないか、と予想している。この予想はこれまで考えら

れてきたKaluza-Kleinブラックホールの蒸発過程と全く異なるものである。この予想が正し
いと仮定して、内部空間が潰れるまでのタイムスケールを見積もると、Gregory-La�amme
不安定性の発生よりも先に内部空間が潰れる可能性があることが分かった。
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第1章 イントロダクション

古典的にはブラックホールはものを吸い込むだけで内部から物質を放出することはできな

い。しかし、ブラックホール時空上の場の量子論を考えるとブラックホールは熱的な輻射

(Hawking輻射)を出し蒸発していくことが分かる。ナイーブに考えればブラックホールはそ
のうち蒸発して消えてなくなると考えられる。しかし、ブラックホール蒸発の最終段階 (ブ
ラックホール質量∼ MPl)では、Hawking輻射の温度が Planck温度まで上がるため、背景
時空への反作用とさらに量子重力の効果が効いてくる。そのため、蒸発の最終段階のダイナ

ミクスや終状態についてはほとんど何も分かっていない。4次元ブラックホールについては、
そのようなPlanckスケールの物理における問題は残されてはいるが、少なくともPlanck質
量になるまでは、準静的にやせていくだけであろうと考えられている。

ところで、近年、超弦理論の登場により多くの高次元ブラックホールの研究が行われて

きた。重力は繰り込み不可能な相互作用であり、場の理論の通常の手続きによって重力を量

子化することは不可能である。その重力の量子論として、現在最も有力なものが超弦理論

である。これは、素粒子は Planck長程度の大きさをもった 1次元の objectであるとする理
論である。超弦理論では、弦の世界面上にトレースアノマリーがでないと言う条件から時

空の次元が 10次元と決まってしまう。しかし、我々が観測するのは 4次元時空である。残
りの 6次元はどう考えればよいだろうか。10次元時空を 4次元時空に見えるようにするた
めには、余分な 6次元を小さくコンパクト化してやればよい (図 1.1)。このコンパクト化さ
れた余剰次元方向は内部空間と呼ばれている。通常このコンパクト化のスケールは Planck
長程度と考えられており、現在の実験のエネルギースケール (∼ TeV)では見ることはでき
ないとする。このようなコンパクト化された時空のことを Kaluza-Klein時空という。この
Kaluza-Klein時空でのブラックホールを考えてみよう。コンパクト化された空間で自然な
ブラックホールは内部空間に巻きついた形 (図 1.1)をしていると考えられる。このようなブ
ラックホールをKaluza-Kleinブラックホールといい、この論文での主な研究対象である。こ
のKaluza-Kleinブラックホールの蒸発過程はどうなるであろうか。それはPlanckスケール
に到達する以前の段階で 4次元のものと大きく異なってくる可能性がある。その理由の一つ
として、Kaluza-Kleinブラックホール特有の不安定性が挙げられる。ブラックホールホラ
イズンがコンパクト化のスケールより小さいKaluza-Kleinブラックホールは不安定である
ことが知られている。そのため、Hawking輻射でブラックホールがやせていく段階で、ブ
ラックホールが不安定化して、時空構造が大きく変化すると考えられる。二つ目の理由とし

て、内部空間の存在が挙げられる。Hawking輻射の反作用により、ブラックホールはやせて
いくのであるが、同様に内部空間も Hawking輻射の反作用を受けて変化していく。特にこ
の内部空間のダイナミクスは、これまでの研究では全く考えられて来なかった。我々のこの

修士論文での研究の目的は、Hawking輻射による内部空間のダイナミクスを考慮に入れて
Kaluza-Kleinブラックホールの蒸発過程を明らかにすることである。実際の研究によりこれ
まで考えられていたものと全く違った蒸発の描像を得ることができた。
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図 1.1: Kaluza-Klein時空とブラックホール

4次元ブラックホールと高次元ブラックホールで蒸発過程が大きく異なるということは、
宇宙論的にも重要である。インフレーション時に生成される揺らぎによりブラックホールが

生成されると考えられている。このブラックホールからの Hawking輻射が元素合成に影響
を与えないと言う条件でブラックホールの寿命に制限がつき、そこからインフレーション理

論への制限がつく。蒸発過程や終状態が大きく変わればインフレーション理論への制限も大

きく変わってくるであろう。

本論文では、Kaluza-Kleinブラックホールの蒸発過程をゲージアノマリーの観点から調
べることも目標としている。最近の研究で、ゲージアノマリーを起源としてHawkin輻射と
ブラックホールエントロピーはそれぞれ理解できることが分かってきた。それを応用して、

Hawking輻射とブラックホールエントロピーの統一的理解を与え、さらに対称性の破れの
時間変化を追うことによってブラックホール蒸発を調べることを考えている。

本論文の構成は次の通りである。第 2章では、ブラックホール熱力学について説明する。
熱力学的性質の中で最も興味深いのはエントロピーであり、その説明に重点がおかれてい

る。ブラックホールエントロピーの量子的起源の理解は量子重力の理解につながると考えら

れており、エントロピーを量子的自由度の数え上げで説明する研究は多くなされている。そ

の中で我々が注目しているのは、ゲージアノマリーとブラックホールエントロピーの関係に

着目した方法でありそのレビューを行う。Hawking輻射もアノマリーと関連していることが
分かっており、アノマリーによるブラックホールエントロピーの理解は Hawking輻射とブ
ラックホールエントロピーの統一的理解につながると考えている。3章では、ブラックホー
ル蒸発の基礎となるHawking輻射について説明する。その導出を 3通りの方法で行う。まず
最もスタンダードなHawkingの原論文の方法でHawking輻射の導出を行う。次に物質場の
e�ective actionを用いて Hawking輻射を導出するトレースアノマリーの方法について説明
する。この方法は、Hawking輻射のエネルギー運動量テンソルを求めることが出来るので、
Hawking輻射の反作用を考えるときに有用である。実際、第 4章、第 6章などではこの方法
を応用している。さらに、gravitational anomalyの方法でHawking輻射を導出し、Hawking
輻射もアノマリーと関連していることを示す。この方法によって、Hawking輻射とはゲー
ジアノマリーの cancellationのために必要なフラックスである、という新しい解釈を与える
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ことができる。この gravitational anomalyの方法のKerrブラックホール、Myers-Perryブ
ラックホールへの拡張は我々のオリジナルの研究である。第 4章では、Hawking輻射の反作
用を考える。まず、4次元ブラックホールにおいてHawking輻射の反作用を準静的に取り入
れた議論を行いその問題点について述べる。次に、Hawking輻射をダイナミカルに取り入れ
ても厳密に解ける 2次元ブラックホールのモデルを扱う。高次元の理論において対称性を課
すことによって、理論が 2次元に帰着できることがあるので、2次元ブラックホールの蒸発
について考えておくことは有益である。実際、第 6章でKaluza-Kleinブラックホールの蒸
発過程を調べる際にも、理論を 2次元理論に帰着させてから蒸発を解析することになる。第
5章では、Kaluza-Klein時空におけるブラックホールを扱う。特に、この論文で主に扱うこ
とになるブラックストリング, ブラックブレーン解について説明する。Kaluza-kleinブラッ
クホールの特性として重要なブラックホール解の不安定性についてもここで調べる。さら

に、このダイナミカルな不安定性と熱力学的不安定性の関係も調べてある。第 6章は、我々
のオリジナルの研究で、この論文のメインテーマであるKaluza-Kleinブラックホールの蒸
発を調べる。内部空間のダイナミクスを考慮に入れて、Hawking輻射の反作用を考える。そ
の結果、ブラックホール蒸発の終状態に対する全く新しい予想を立てることができる。第 7
章では、この論文での結論を述べる。
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第2章 ブラックホール熱力学

静的なブラックホールの性質の中で最も重要なことは、ブラックホールに熱力学的な性質が

あるということである。ブラックホールの蒸発過程や不安定性を調べるためには時空のダイ

ナミカルな取り扱いが必要になるが、その定性的な振舞いはブラックホールの熱力学的性

質により理解できることがある。よって、ダイナミカルな性質を調べる前に静的なブラック

ホールについて調べておくことは有益なことである。

ブラックホールの熱力学的性質を調べることによりブラックホールにエントロピーが存在

することが見てとれる。それは Bekenstein-Hawkingエントロピーと呼ばれ

S =
A

4~G

で与えられる [1]。Aはホライズン面積である。ブラックホールにエントロピーが存在する

ということは、ブラックホールのホライズン上にある量子的な自由度が存在することを示唆

している。それゆえ、ブラックホールエントロピーの理解は量子重力理論のヒントになると

考えられている。ブラックホールエントロピーの研究の目標は統計力学的に (自由度勘定で)
エントロピーを説明して、その量子的起源を知ることである。

この章では、ブラックホールにおける熱力学量と熱力学の法則についてまとめる。その法

則から、ブラックホールにエントロピーに対応するものが読み取れることを説明する。次に

そのブラックホールエントロピー導出の統計力学的アプローチの一例を紹介する。その方法

では、ホライズン上の一般座標変換不変性を破ることによってブラックホールエントロピー

を説明することができる [2]。

2.1 ブラックホールの熱力学量

2.1.1 ブラックホール質量

ブラックホールにおける熱力学法則を説明するために、ブラックホールにおける熱力学変

数の定義をしておかなければならない。まず、時空の �エネルギー�を表すブラックホール質
量について説明する。ここから c = G = 1の単位系を用いる。
定常かつ漸近的に平坦な時空の timelike Killing vector を k = ∂/∂tとする。ここで kは、

無限遠で k2 = −1に規格化しているとする。さらに、Cauchy surfaceを V、その無限遠の

境界を ∂V とする。このとき、ブラックホール時空の質量 (エネルギー)は、

M = − 1
8π

∮

∂V
dSµν∇µkν (2.1.1)

で定義される。このように定義された質量を Komar質量と呼ばれる (今の場合は ADM質
量と言っても良い)。この定義がブラックホール質量として自然であることを確認しよう。
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Gaussの定理を用いると、
M = − 1

4π

∫

V
dSµ∇ν∇µkν (2.1.2)

となる。さらにKillingベクトル ξに関する公式

∇ρ∇µξν = Rν
µρσξσ (2.1.3)

を使うと、

M = − 1
4π

∫

V
dSµRµ

νk
ν (2.1.4)

と書ける。今はブラックホール時空を考えているのであるが、ブラックホールの代わりに原

点近傍に非相対論的なソース Tµν(T00 À T0i À Tij)を置いてみよう。このとき、Einstein方
程式より、

Rµ
νk

ν = 8π(Tµ
νk

ν − 1
2
Tkµ) ' 8π(Tµ

0 +
1
2
T00k

µ) (2.1.5)

となる。ここで、V として t = const面をとると、

M = −2
∫

V
d3x(T 0

0 +
1
2
T00) =

∫

V
d3xT00 (2.1.6)

が得られる。式 (2.1.1)はブラックホール時空の漸近状態を記述するように、ブラックホー
ルの代わりに非相対論的な物質を置いたときのその非相対論的物質のエネルギーを表してい

ることになる。

実際、Schwarzschildブラックホールの質量を計算してみる。Schwarzschild時空は、

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dΩ2 (2.1.7)

で与えられる。timelike Killing vectorは、k = ∂/∂tである。V を t一定面にとって、∂V を

r一定面にとる。このとき、質量は、

M = − 1
8π

∮

∂V
dSµν∇µkν

= − 1
8π

1
2!

∮

∂V
dxρ ∧ dxσ ερσµν∇µkν

= − 1
16π

4
∮

∂V
dθ ∧ dϕ εθϕtr∇tkr (∵ Killing方程式)

(2.1.8)

となる。ここで、

∇tkr = gttΓr
tt = −m

r2
(2.1.9)

と計算できるので、

M =
1
4π

∮

∂V
dθ ∧ dϕ

√−g
m

r2

=
1
4π

∫
r2dΩ

m

r2
= m

(2.1.10)

が得られる。よって、確かにmがブラックホールの質量を表していることが分かる。
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Kerrブラックホールの質量も計算しておく。Kerr計量は、

ds2 =− ∆− a2 sin2 θ

Σ
dt2 − 2a sin2 θ

r2 + a2 −∆
Σ

dtdϕ

+
(r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ

Σ
sin2 θdϕ2 +

Σ
∆

dr2 + Σdθ2

(2.1.11)

と書ける。ここで、

Σ = r2 + a2 cos2 θ ,

∆ = r2 − 2mr + a2
(2.1.12)

である。この計量の determinantは
√−g = Σ sin θ (2.1.13)

で、計量の逆行列の (t, φ)成分は

gtt = −(r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ

Σ∆
,

gφφ =
∆− a2 sin2 θ

Σ∆sin2 θ
,

gtφ = −a(r2 + a2 −∆)
Σ∆

(2.1.14)

である。Schwarzschildブラックホールのときと同様に計算すると、

M = − 1
4π

∫
dθdϕ Σsin θ∇tkr (2.1.15)

となる。ここで、

Σ∇tkr =
m(r2 + a2)(−r2 + a2 cos2 θ)

Σ2

→ −m (r →∞)
(2.1.16)

と計算できるので、

M =
m

4π

∫
dθdϕ sin θ = m (2.1.17)

が得られる。

2.1.2 ブラックホールの角運動量

rotation Killing vectorをm = ∂/∂ϕとおく。mは無限遠でm2 = 1に規格化しておく。
このとき、角運動量の定義は、

J =
1

16π

∮

∂V
dSµν∇µmν (2.1.18)
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である。これも自然な定義であることを確認しよう。ブラックホール質量のときと同様に計

算すると

J =
∫

V
dSµ(Tµ

νm
ν − 1

2
Tmµ) (2.1.19)

であり、V として t一定面をとると、

J =
∫

V
d3xT 0

νm
ν (2.1.20)

となる。デカルト座標では

m ' x1 ∂

∂x2
− x2 ∂

∂x1
(2.1.21)

と書けるので、

J =
∫

V
d3x (T 0

2x
1 − T 0

1x
2) = ε3jk

∫

V
d3xxjT k0 (2.1.22)

となる。これは、ブラックホール質量のときと同様に自然な角運動量の定義になっているこ

とが分かる。

Kerrブラックホールの角運動量を実際に計算してみる。Kerr時空の asymptotic rotation
Killing vectorはm = ∂/∂ϕである。Schwarzchildブラックホールの質量を計算したときと
同様に V を t一定面、∂V を r一定面にとる。このとき、

J =
1

16π

∮

∂V
dSµν∇µmν

=
1
8π

∮

∂V
dθ ∧ dϕ εθϕtr∇tmr

=
1
8π

∫
dθdϕΣsin θ∇tmr

(2.1.23)

となる。ここで、

Σ∇tmr =
Ma sin2 θ(3r4 + a2r2 + a2r2 cos2 θ − a4 cos2 θ)

Σ2

→ 3Ma sin2 θ (r →∞)
(2.1.24)

となることが計算できる。よって、

J =
3
4
Ma

∫
dθ sin3 θ = Ma (2.1.25)

となり、Maが角運動量であることが分かる。つまり aは単位質量当たりの角運動量である。

2.1.3 surface gravity
Killing horizon N に垂直なKillingベクトルを ξとすると、N 上の surface gravity κは、

ξν∇νξ
µ = κξµ (2.1.26)
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で定義される。

この surface gravityの物理的意味を調べるために timelike Killing ベクトルの軌道に沿って
走る粒子を考えてみる。その 4元速度は、

uµ =
ξµ

(−ξ2)1/2
(2.1.27)

となる。timelike Killing方向を時間座標として、その時間でこの粒子の加速度を測ってみ
ると、

aµ = ξν∇νu
µ =

ξν∇νξ
µ

(−ξ2)1/2
+

ξµξνξρ∇νξρ

(−ξ2)3/2
=

ξν∇νξ
µ

(−ξ2)1/2
(2.1.28)

となる。最後の等式でKilling方程式を用いた。よって、Killing horizon上では、

aµ =
κξµ

(−ξ2)1/2
(2.1.29)

となり、加速度の大きさとして、

a ≡
√
|aµaµ| = κ (2.1.30)

が得られる。ξが無限遠で ξ2 = −1を満たすとき (ξが無限遠での自然な時間座標のとき)、
surface gravityは、無限遠の観測者が観測するホライズン上に止まっている粒子の加速度の
大きさである。

漸近的平坦な定常ブラックホールの event horizonは必ずKilling horizonであることが示
されており、今特に重要なのは event horizonの surface gravityである。Kerrブラックホー
ルの場合、event horizonは∆ = 0の位置、つまり r+ = M +

√
M2 − a2にある。この event

horizonに垂直なKillingベクトルは、

ξµ = kµ +
a

r2
+ + a2

mµ (2.1.31)

である。これを確かめるにはホライズンで regularな座標系を取らなくてはならない。座標
変換、 




dv = dt + r2+a2

∆ dr

dχ = dϕ + a
∆dr

dr′ = dr





∂
∂v = ∂

∂t

∂
∂χ = ∂

∂φ

∂
∂r′ = ∂

∂r − r2+a2

∆
∂
∂t − a

∆
∂
∂φ

(2.1.32)

を行うと、Kerr計量は、

ds2 =− ∆− a2 sin2 θ

Σ
dv2 + 2dvdr′ − 2a sin2 θ

r2 + a2 −∆
Σ

dvdχ

− 2a sin2 θdχdr′ +
(r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ

Σ
sin2 θdχ2 + Σdθ2

(2.1.33)

と書ける。この表式は、∆ = 0で regularである。逆計量は、

gvv = a2 sin2 θ
Σ gvχ = 1

Σ gvr′ = r2+a2

Σ

gχχ = 1
Σ sin2 θ

gχr′ = a
Σ

gr′r′ = ∆
Σ

(2.1.34)
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となる。r = r+面の法線ベクトルは、

l = gµν(∂νr
′)∂µ|r+ = gr′µ∂µ|r+

=
r2
+ + a2

Σ(r+)

(
∂

∂v
+

a

r2
+ + a2

∂

∂χ

)
=

r2
+ + a2

Σ(r+)
ξ

(2.1.35)

である。このベクトルはホライズン上で l2 = gr′r′ = 0となる。つまり、r = r+はnull surface
である。さらに、l ∝ ξなので event horizon r = r+に垂直なKillingベクトルは ξであるこ

とが分かった。また、実際に計算することにより、

ξν∇νξ
µ =

r+ − r−
2(r2

+ + a2)
ξµ (r± ≡ M ±

√
M2 − a2) (2.1.36)

が得られる。よって、Kerrブラックホールホライズンの surface gravityは

κ =
r+ − r−

2(r2
+ + a2)

(2.1.37)

で与えられることが分かった。

次に、これからしばしば必要となるので Schwarzschild型の計量

ds2 = −f(r)dt2 + f(r)−1dr2 + r2dΩ2 (2.1.38)

の surface gravityを求めておこう。f(r)は、f(rH) = 0, f(r) → 1 (r → ∞)を満たすとす
る。このとき、計量 (2.1.38)はホライズンの位置が r = rH にあるような漸近的に平坦なブ

ラックホール時空を表す。まず、ホライズンで regularな座標系に移る。座標変換

v = t +
∫

dr

f(r)
(2.1.39)

を行うと、計量 (2.1.38)は、

ds2 = −f(r)dv2 + 2dvdr + r2dΩ2 (2.1.40)

となる。この計量は r = rH で regularであることが分かる。この座標系を用いると、ホラ
イズンに垂直なKillingベクトル k = ∂/∂t = ∂/∂vに対して、

kν∇νk
µ =

1
2
f ′(rH)kµ (2.1.41)

となることが計算できる。よって、surface gravityは、

κ =
1
2
f ′(rH) (2.1.42)

となることが分かる。
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2.1.4 ホライズン角速度

定常かつ漸近的平坦なブラックホール時空の future event horizonに垂直な Killingベク
トルを

ξµ = kµ + ΩHmµ (2.1.43)

と書いたとき、この ΩH をホライズン角速度と言う。

Kerrブラックホールでは、式 (2.1.31)から、

ΩH =
a

r2
+ + a2

(2.1.44)

となることが読み取れる。この ξは

ξµ∂µ(ϕ− ΩHt) = 0 (2.1.45)

を満たすので、ξの orbitはϕ = ΩHt+constである。つまりホライズンの null genaratorは、
k(無限遠での time translation)に比べて角速度 ΩH で回転していることを意味している。

2.1.5 ホライズン面積

ブラックホールのホライズン面積は、ホライズン上の induced metrc hµν を用いて、

A =
∫

H
d2x

√
h (2.1.46)

で定義される。Kerrブラックホールの場合、ホライズンは r = r+一定面だから、式 (2.1.33)
より induced metricは、

hµνdxµdxν =
(r2

+ + a2)2

Σ
sin2 θdχ2 + Σdθ2 (2.1.47)

となる。よって、

A =
∫

dΩ(r2
+ + a2) = 4π(r2

+ + a2) (2.1.48)

が得られる。

2.2 ブラックホールにおける熱力学の法則

前節で準備が整ったので、ブラックホール熱力学の第 0, 1, 2法則について簡単に説明す
る。ここでは、真空解におけるブラックホールに話を限ることにする。その場合、ブラック

ホールはKerrブラックホールに限られてしまうので、Kerrブラックホールに対して確かめ
れば十分である。より一般的な議論は例えば [3]で行っている。

第 0法則
future event horizon上で surface gravity κは一定である。
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第 1法則
質量M、角運動量 J の定常ブラックホールの future event horizonでの suface gravityを κ,
角速度を ΩH , Aを horizon面積とする。M , J を微小に変化させたとき、その変化量は

dM =
κ

8π
dA + ΩHdJ (2.2.1)

に従う。

第 2法則
宇宙検閲官仮説が正しいとすると、漸近的に平坦なブラックホール時空の future event horizon
の面積は時間の非減少関数である。(Hawkingの面積定理)

第 0法則は、式 (2.1.37)で一定の suface gravityが得られたのですでに示されたことになる。
第 1法則も、実際にKerrブラックホールの κ, A, ΩH の表式を代入することにより直ちに導

かれる。

孤立系のブラックホール表面積は増大し、それは第 1法則 (2.2.1) を満たす。通常の熱力
学とのアナロジーにより、ブラックホール表面積 Aがエントロピーに対応していることが

読み取れる。Aがエントロピーだとすると、温度に対応するものとして surface gravity κも

読み取れる。第 0法則はブラックホールホライズン上で �温度�が一定であることを示してい
る。この �温度�は何の温度を表しているのであろうか。実は、第 3章でHawking輻射の温
度に対応していることが分かる。その Hawking温度は係数も決まっていて T = κ/2πであ

ることが示される。そこから、ブラックホールエントロピーの係数も決まって S = A/4が
得られる。

ブラックホールの熱力学的性質の中で最も重要なのは、エントロピーが存在することで

ある。ここまでの議論は 4次元の真空解に話を限っていた。しかし、近年、超弦理論の登
場により、高次元ブラックホールの研究が進んできたし、ダークマター、ダークエネルギー

の解決策として、重力理論そのものの変更も考えられるようになった。そのような、4次元
Einstein理論と異なる理論に対して上記の熱力学の法則を調べることは重要である。この論
文の目的もKaluza-Kleinブラックホールの蒸発過程の研究なので熱力学の法則の拡張はやっ
ておかねばならないことである。そこで、任意の一般座標変換不変な作用から、熱力学的エ

ントロピーを計算することができるWaldの公式 [4, 5]について説明していこう。漸近的平
坦、定常な n次元ブラックホールのエントロピーは

S = −2π

∫

H
dn−2x

√
h

(
1√−g

δI

δRµναβ

)
εµνεαβ (2.2.2)

H : horizonの spatial section
h : H の induced metricの determinant
εµν : H の binormalつまり、H に垂直な空間の volume form
I : 一般座標変換不変な作用

で与えられる。ここで、作用は一般座標変換不変性のあるならなんでもよく、非常に一般性

の高い公式になっている。ただし、作用に現れる任意の場 φは、ホライズンに垂直なKilling
ベクトル ξに対し Lξφ = 0を満たす必要がある。付録 Aで示されることだが、このエント
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ロピーを用いるとブラックホールにおける熱力学第一法則

dM = TdS + Ω(µ)
H dJ(µ) (2.2.3)

が成り立つ。ここで T はHawking温度で T = κ/2π である。また、ブラックホール質量M ,
角運動量 J(µ), ホライズン角速度Ω(µ)

H の厳密な定義は、付録Aで行っている。ここではこの
公式を使って実際にエントロピーを計算してみよう。Einstein重力のときはEinstein-Hilbert
作用

I =
1

16πGD

∫
dDx

√−gR (2.2.4)

をWaldの公式 (2.2.2)に代入すると、

S = −2π

∫

H
dD−2x

√
h

gµαgνβ

16πGD
εµνεαβ

=
1

4GD

∫

H
dD−2x

√
h (∵ gµαgνβεµνεαβ = −2)

=
AH

4GD

(2.2.5)

が得られる。ここで、AH はホライズン面積である。これは、Einstein重力におけるブラッ
クホールエントロピーはホライズン面積に比例するというよく知られた結果である。また、

この先度々現れる dilaton gravity

I = MD−2
D

∫
dDx

√−g f(φ)(R + 2a(∇φ)2 + V (φ)) (2.2.6)

についても計算しておく。この作用をWaldの公式 (2.2.2)に代入すると、

S = −2πMD−2
D

∫

H
dD−2x

√
h f(φ)gµαgνβεµνεαβ

= 4πMD−2
D

∫

H
dD−2x

√
h f(φ)

= 4πMD−2
D f(φH)AH

(2.2.7)

で与えられる。φH はホライズン上での φの値である。最後の等式で、Lξφ = 0となること
を用いた。

また、この公式はブラックホール質量を計算するにも便利な公式である。回転していない

ブラックホールのエントロピーは熱力学第一法則

dM = TdS (2.2.8)

を満たす。この第一法則を積分することによりブラックホール質量を計算できる。この方法

で求められる質量Mは付録Aで定義しているものであるが、Einstein重力についてはADM
質量と一致していることが [4, 5]で確かめられている。例として 4次元 Einstein重力におけ
る Schwarzschild解

ds2 = −
(

1− C

r

)
dt2 +

(
1− C

r

)−1

dr2 + r2dΩ2 (2.2.9)
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の質量を計算してみよう。式 (2.1.42)より、Hawking温度は、

T =
κ

2π
=

1
4πC

(2.2.10)

であり、ブラックホールエントロピーは、

S =
A

4
= πC2 (2.2.11)

となる。よって、

dM =
1

4πC
d

(
πC2

)
=

1
2
dC

⇒ M =
C

2

(2.2.12)

となり、よく知られた Schwarzschildブラックホールの質量を得ることができる。

2.3 horizon constraintの方法
このブラックホールエントロピーは何が生み出しているのだろうか。その起源をホライズ

ン上のゲージアノマリーに求める考え方がある。ホライズン上でのゲージアノマリーにより、

そこでゲージモードが物理的モードに変わる。その新たな自由度でエントロピーを説明す

る、というアイデアである。Hawking輻射も gravitational anomalyにより説明できること
が 3.3 節で分かるので、アノマリーが起源であると考えることによりHawking輻射とブラッ
クホールエントロピーの統一的理解ができるかもしれない。ここでは、ホライズンを時空の

境界として扱うことにより、ホライズン上の一般座標変換不変性を破る horizon constraint
の方法 [2]について説明する。

2.3.1 2次元 dilaton gravity
ここで考える作用は、dilaton gravity

I[A, g] =
∫

d2x
√−g(AR + V (A)) (2.3.1)

である。Aはスカラー場である。ここから c = ~ = 16πG = 1の単位系を用いる。この理論
について少し説明しておこう。高次元の理論にある対称性を課すと、この dilaton gravityに
落ちることがある。例えば、Einstein重力

I =
∫

d4x
√−gR (2.3.2)

において、球対称性を課す。つまり

ds2 = g
(2)
ab (xa) + e−2φ(xa)dΩ2

2 (2.3.3)

と仮定すると、式 (2.3.2)は、

I = 4π

∫
d2x

√−g(2)e
−2φ(R(2) + 2(∇φ)2 + 2e2φ) (2.3.4)
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となる。さらに、A ≡ 4πe−2φ, g̃ab ≡ 2e−φg
(2)
ab とおくと、

I =
∫

d2x
√
−g̃(AR̃ + 8π3/2A−1/2) (2.3.5)

が得られる。よって、式 (2.3.1)は 4次元の Einstein重力において球対称性を仮定した理論
の一般化ということもできる。ここで、A = 4πe−2φは 4次元の理論でいうと �r�一定面の
表面積である。

式 (2.3.1)から導かれる運動方程式の解は一意的に決まってしまって、

ds2 = −(J(x)− C)dt2 + (J(x)− C)dx2

A = x
(2.3.6)

である [6]。ここで、
J(A) =

∫
V (A′)dA′ (2.3.7)

である。J(x) = Cがホライズンであり、作用 (2.3.1)はブラックホール解を含む理論である
ということが分かった。

次に、このブラックホールのエントロピーを計算しておこう。Waldの公式を使うとdilaton
gravityにおけるエントロピー

S = −2π
1√−g

δI

δRµναβ
εµνεαβ

∣∣∣∣
H

= −2πAgµαgνβεµνεαβ

= 4πAH

=
AH

4~G

(2.3.8)

が得られる (添え字のH はホライズン上の値であることを表す)。これが熱力学的なエント
ロピーである。このエントロピーを状態数の勘定で得ることが目標である。

2.3.2 dilaton gravityの正準形式
対称性の満たす代数を具体的にみるために正準形式に移ろう。null dyad {la, na}を用い

る。これらは、

l · n = −1, l2 = n2 = 0, gab = −lanb − lbna (2.3.9)

を満たす。ここで、

∇ala = −κnalb − κ̄lalb

∇anb = κnanb + κ̄lanb

(2.3.10)

で κ, κ̄を定義しておく。l, nを座標基底で展開して

l = σdu + αdv

n = βdu + τdv
(2.3.11)
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とおくと、Lagrangianは、

L =
1

στ − αβ
[2(τȦ− βA′)(α̇− σ′) + 2(αȦ− σA′)(τ̇ − β′)] + (στ − αβ)V (A) (2.3.12)

と書ける。ここで · ≡ ∂/∂u, ′ ≡ ∂/∂vとした。さらに、κ, κ̄は、

κ =
1

στ − αβ
(α̇− σ′)

κ̄ =
1

στ − αβ
(τ̇ − β′)

(2.3.13)

である。Lagrangian(2.3.12)から正準運動量が計算できて、

πα ≡ δI

δα
=

2
στ − αβ

(τȦ− βA′)

πτ ≡ δI

δτ
=

2
στ − αβ

(αȦ− σA′)

πA ≡ δI

δA
=

2
στ − αβ

[τ(α̇− σ′) + α(τ̇ − β′)]

πσ ≡ δI

δσ
= 0

πβ ≡ δI

δβ
= 0

(2.3.14)

となる。これらから、ハミルトニアンは

H = παα̇ + πτ τ̇ + πAȦ− L

= σC⊥ +
β

τ
(C‖ − αC⊥)

(2.3.15)

となる。ここで、C⊥はHamiltonian constraint、C‖はmomentum constraintで、

C⊥ = −π′α +
1
2
παπA − τV (A)

C‖ = πAA′ − απ′α − τπ′τ
(2.3.16)

である。また式 (2.3.14)をみてみると

Cπ = τπτ − απα + 2A′ = 0 (2.3.17)

の constraintがあることが読み取れる。この constraintは dyadを用いたことによる新た
なゲージ対称性 l → f(x)l, n → f(x)−1n, (f は任意関数)起源のものである。これらの
constraintは、ゲージ変換の generatorである。例えば、

{A,C‖[ξ]} = ξA′ (C‖[ξ] ≡
∫

dvξC‖) (2.3.18)
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図 2.1: stretched horizon

となり、確かに C‖は v方向のゲージ変換の generatorになっている。代数関係は

{C⊥[ξ], C⊥[η]} = 0

{C‖[ξ], C⊥[η]} = C⊥[ξη′]

{C‖[ξ], C‖[η]} = C‖[ξη′ − ηξ′]

{C⊥[ξ], Cπ[η]} = C⊥[ξη]

{C‖[ξ], Cπ[η]} = Cπ[ξη′]

{Cπ[ξ], Cπ[η]} = 0

(2.3.19)

であり、閉じていることが確かめられる。

2.3.3 horizon constraintとアノマリー
ここまでの議論は dilaton gravityの性質を調べただけで、ブラックホール時空を扱ってい
る、という情報は入っていない。ここで、ホライズンの情報を手で inputしよう。一つ目は、
ホライズンは u = 0一定面であり、それは null surfaceとする。つまり、du // l = σdu+αdv

を要請する。これは

α = ε1 ¿ 1 (2.3.20)

と書ける。ここで計算上の理由で α = 0でなく微小にしておいた。このときホライズンは図
2.1のように stretchしていることになる (stretched horizon)。あとで ε1 → 0とする。二つ
目は expantionがゼロであることを要請する。2次元時空で普通の意味の expantionは定義
できないが、θ = la∇aA/Aで定義することにする。これは、式 (2.3.5)の下でコメントして
いるようにAが �r�一定面の面積に対応することを考えれば自然な定義である。この要請を

la∇aA

κA
= ε2 ¿ 1 (2.3.21)
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と書く。ここで、lにはスケールの任意性 l → alがあるため、この変換で κ → aκとなる κ

で規格化してこの任意性を打ち消した。式 (2.3.21)を書き直すと

A′ − 1
2
ε2AHπA = 0 (2.3.22)

となる。AH はホライズン上のAの値である。よって、手で入れる constraintは

K1 = α− ε1

K2 = A′ − 1
2
ε2AHπA +

a

2
Cπ

(2.3.23)

の二つである。ここで、constraint Cπ = τπτ − απα + 2A′ = 0があるために、物理的には
A′と−(τπτ −απα)/2は区別がつかない。その不定性を考慮するためにK2に (a/2)Cπの項

を加えてある。aはフリーパラメーターとして残しておくことにする。K1とK2は second
classの constraintで同時刻交換関係

{Ki(u, v),Kj(u, v′)} =

(
0 −a

2αδ(v − v′)
a
2αδ(v − v′) −(1 + a)ε2AH

∂
∂v δ(v − v′)

)
(2.3.24)

を満たす。ある物理量 P と

P ∗ ≡ P + c1K1 + c2K2 (2.3.25)

は、物理的には同じものである。ここで、この c1, c2は

{P (u, v),Ki(u, v′)}∗ ≡ {P ∗(u, v),Ki(u, v′)} = 0 (2.3.26)

を満たすように決める。ここで、{ , }∗はDirac括弧である。このDirac括弧はK1 = K2 = 0
を満たす位相空間上の自然な Poisson括弧になっているので、Dirac括弧を用いていれば
constraint K1, K2を考慮する必要がなくなる。C∗

‖ と C∗
π を求めると

C∗
‖ = C‖ +

4(1 + a)
a2

ε2AH
K ′′

1

ε1
− 2

a
K ′

2

C∗
π = Cπ +

2
a
(1 +

2
a
)ε2AH

K ′
1

ε1
− 2

a
K2

(2.3.27)

となる。この C∗
‖ と C∗

π を使って代数関係を確かめると

{C‖[ξ], C‖[η]}∗ = C‖[ξη′ − ηξ′]− 2(1 + a)
a2

ε2AH

∫
dv(ξ′η′′ − η′ξ′′)

{C‖[ξ], Cπ[η]}∗ = Cπ[ξη′] +
2
a
(
2
a

+ 1)ε2AH

∫
dvξ′η′

{Cπ[ξ], Cπ[η]}∗ = − 2
a2

ε2AH

∫
dv(ξη′ − ηξ′)

(2.3.28)

となる。ここから代数が閉じていないことが分かる。ここで、{C‖[ξ], Cπ[η]}∗の anomalous
なタームが消えるように a = −2とおいて、

c

48π
≡ −1

2
ε2AH (2.3.29)
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のように cを定義すると、

{C‖[ξ], C‖[η]}∗ = C‖[ξη′ − ηξ′]− c

48π

∫
dv(ξ′η′′ − η′ξ′′) (2.3.30)

が得られる。この代数は Virasoro代数と呼ばれている。cは central chargeで �対称性の破
れ具合�を表す量である。この代数を量子化 ({ , }∗ → −i[ , ])をすると、

[C‖[ξ], C‖[η]] = iC‖[ξη′ − ηξ′]− ic

48π

∫
dv(ξ′η′′ − η′ξ′′) (2.3.31)

となる。

2.3.4 エントロピーの計算

C‖をモード展開して、

Ln ≡ C‖[ξn] (ξn ≡ A

2πA′
e2πinA/AH ) (2.3.32)

とする。ここで、Cardyの公式

ln ρ(∆) ∼ 2π

√
c∆
6

(2.3.33)

を用いる。ここで、L0の固有値∆をもつ状態数を ρ(∆)とした。この公式は付録 Bで導出
されている。cは式 (2.3.29)で求めてある。あとは∆を求める必要がある。L0は古典的に

は消えるべき値であるので、∆ = 0となってしまいそうである。しかし、これは、stretched
horizonの境界 (stretched horizonと本当のホライズンがぶつかる点)を考えるとうまく行
く。その境界を v = vH としよう。このとき、C‖の変分をすると boundary termが残って
しまう。そこで、

C‖[ξ] → C‖[ξ]− ξπAA|vH (2.3.34)

とおき直す。δπA = δK1 = δK2 = 0のとき、上の表式を変分しても boundary termが残ら
ないことが確かめられる。このようにおき直しておけば、C‖[ξ]は古典的には消えてしまっ
ても−ξπAA|vH は残ってくれる。よって、∆ = −ξ0πAA|vH とおくことにする。このとき

∆ = − A2
HπA

2πA′

∣∣∣∣
vH

= −AH

πε2
(2.3.35)

と計算できる。~, 16πGを復活させると、

c = −3ε2AH

2~G

∆ = − AH

16π2~Gε2

(2.3.36)

となり、これらを式 (2.3.33)に代入するとエントロピー

S = 2π

√
1
6
−3ε2AH

2~G
−AH

16π2~Gε2
=

AH

4~G
(2.3.37)

が得られる。これは正しいエントロピーを与えていることが分かる。
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2.3.5 解釈

なぜ対称性を破ったらエントロピーが出てきたのであろうか。c = 0のとき、つまりアノ
マリーがないとき、量子論における物理的状態の条件は

Ln|phys〉 = 0 (2.3.38)

である。これは、物理的状態は必ず L0|phys〉 = 0を満たし、式 (2.3.33)で表されるエント
ロピーは存在しないことを示している。では c 6= 0のときはどうであろうか。このときに物
理的状態の条件 (2.3.38)を課してしまうと、

0 = [Lm, Ln]|phys〉 = ((m− n)Lm+n +
c

12
m3δm+n)|phys〉 =

c

12
m3δm+n|phys〉 (2.3.39)

となり矛盾する。このときはより弱い条件、例えば

〈phys|Ln|phys〉 = 0 (2.3.40)

を課す必要がある。この条件では L0|phys〉 6= 0も許され、式 (2.3.33)で表されるエントロ
ピーが値を持ってくる。これのことは次のように解釈される。c = 0のときは、ゲージモー
ドだった状態がホライズン上 c 6= 0となったがために物理的状態に変化した。その新しい自
由度がブラックホールエントロピーを生み出したのである。
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第3章 Hawking輻射

ブラックホールには熱力学の法則が成り立ち、さらにホライズン面積 Aがエントロピーに

対応することが分かった。ここで、第 1法則

dM =
κ

8π
dA

を見てみると、温度に対応する T ∝ κも読み取ることができる。これは何の温度を表すの

であろうか。ブラックホール時空上の場の量子論を考えると、ブラックホールは熱的に輻射

をすることが分かる。実は、その温度が T ∝ κなのである。この輻射のことをHawking輻
射という。この Hawking輻射によりブラックホールは蒸発する。それゆえ、Kaluza-Klein
ブラックホールの蒸発を調べるためには、この Hawking輻射を理解することは不可欠であ
る。また、Hawking輻射は相対論的な時空と物質場の量子論を組み合わせて得られるもの
であり、量子重力理論のヒントになり得ると考えられている。そのため Hawking輻射はブ
ラックホール物理の重要な研究テーマの一つとなっている。

この章では、固定された背景時空上の Hawking輻射を考え、反作用を無視した議論をす
る。まず原論文の方法 [7, 3]で Hawking輻射を導出する。さらに、Hawking輻射のエネル
ギー運動量テンソルを計算できるトレースアノマリーの方法を紹介する [8, 9]。また、ホラ
イズン近傍での一般座標変換不変性の破れと Hawking輻射の関係に注目した gravitational
anomalyの方法も紹介する [10, 11, 12] 。gravitational anomalyの方法のKerrブラックホー
ル、Myers-Perryブラックホールへの拡張は我々のオリジナルの研究ある。

3.1 Hawkingの方法
3.1.1 Schwarzschildブラックホール
Hawking輻射の導出に必要となるので、まず Schwarzschildブラックホールについて簡単

に説明しておこう。Schwarzschildブラックホール解は

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2dΩ2 (3.1.1)

で表される (c = G = 1)。この表式が singularな点として r = 2M , r = 0がある。r = 0は
物理的な特異点であるが、r = 2M は座標特異点であり物理的な特異点ではない。そのこと

は例えばスカラー量 RµνρσRµνρσ = 48M2/r6を計算すれば見て取れる。実際に r = 2M の

座標特異点を座標変換で消してみよう。まず、

r∗ = r + 2M ln
(

r − 2M

2M

)
(3.1.2)
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図 3.1: Kruskal座標での時空図

を定義し、

u = t− r∗

v = t + r∗
(3.1.3)

とおくと

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dudv + r2dΩ2 (3.1.4)

が得られる。この座標ではまだ r = 2M で singularであるので、さらに座標変換

U = −e−u/4M ,

V = ev/4M
(3.1.5)

を行うと、

ds2 = −32M3

r
e−r/2MdUdV + r2dΩ2 (3.1.6)

となる。この (U, V )座標を Kruskal座標という。上の表式は r = 2M で正則であることが

分かる。r = r(U, V )は陽に書くことはできないが、

UV = −r − 2M

2M
er/2M (3.1.7)

で rは (U, V )の関数として決まっている。singularityの位置 r = 0は (U, V )座標ではUV = 1
である。よって、この時空構造は図 3.1のようになる。もう少し見やすくするために座標変換

U = tan Ũ

V = tan Ṽ
(3.1.8)
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図 3.2: Schwarzschildブラックホールの Penrose図

を行う。この座標では、無限遠点を有限の座標点で表すことができる。この座標で書いた時

空図は図 3.2のようになる。この時空図は Penrose図と呼ばれている。このブラックホール
は無限過去から存在しているものを考えている。星の重力崩壊でブラックホールが形成され

る、という状況を考えるときは星の外側の Schwarzshild時空と星の内側の時空をつなげば
良い。その Penrose図は図 3.3のようになる。

3.1.2 曲がった時空上のスカラー場の量子化

Hawking輻射は、物質場の量子効果により得られるものなので曲がった時空上の場の量
子論を考よう。ここでは、物質場としてスカラー場

S =
∫

d4x
√−g[−1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2] (3.1.9)

を考える。この作用から導かれる運動方程式はKlein-Gordon方程式

(¤−m2)φ = 0 (3.1.10)

である。この方程式の解空間 S の基底を {φn}とする。さらにここで、S 内での sympectic
内積

φα ∧ φβ =
∫

Σ
dSµφα

←→
∂ µφβ (3.1.11)

を定義しておく。ΣはCauchy surfaceで、f
←→
∂ µg ≡ f∂µg− g∂µf である。この内積はΣの

選び方に依らない。なぜなら、Gaussの定理を使えば、

(φα ∧ φβ)Σ − (φα ∧ φβ)Σ′ =
∫

S
d4x∇µ(φα

←→
∂ µφβ) (3.1.12)
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図 3.3: 球対称重力崩壊の Penrose図

となり (Sは Σと Σ′で囲まれる 4次元空間)、

∇µ(φα
←→
∂ µφβ) = φα¤φβ − φβ¤φα = m2φαφβ −m2φβφα = 0 (3.1.13)

となるからである。φα ∧ φβ は α, βに対し反対称である。よって、基底の変換によって

(φα ∧ φβ) =




0 1
−1 0

. . .
0 1
−1 0




(3.1.14)

の形に持って行ける。この基底では、

φ1 ∧ φ2 = φ3 ∧ φ4 = φ5 ∧ φ6 = · · · = 1 (3.1.15)

である。ここで、ψn ≡ (φ2n−1 − iφ2n)/
√

2のように複素基底を導入する。複素関数に対す
る内積

(ψi, ψj) = i

∫

Σ
dSµψ∗i

←→
∂ µψj (3.1.16)

を定義すると、{ψi}は (
(ψi, ψj) = δij (ψi, ψ

∗
j ) = 0

(ψi, ψ
∗
j ) = 0 (ψ∗i , ψ

∗
j ) = −δij

)
(3.1.17)

のように規格直交化されていることがわかる (この内積は正定値でないため、||ψ∗i ||2 < 0と
なることに注意)。この基底を用いて、スカラー場を

φ =
∑

i

(aiψi + a∗i ψ
∗
i ) (3.1.18)
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と展開する。さらに、量子化して演算子として見れば、

φ =
∑

i

(aiψi + a†iψ
∗
i ) (3.1.19)

となる。生成、消滅演算子は、

[ai, aj ] = 0, [ai, a
†
j ] = δij (3.1.20)

となるように要請する。真空は、

ai|vac〉 = 0 (∀i), 〈vac|vac〉 = 1 (3.1.21)

で定義する。式 (3.1.17)を満たす基底の選び方は一意的でなく、それゆえに生成、消滅演算
子の定義も一意的でない。したがって、上の真空の定義は基底の選び方によるものである。

式 (3.1.17)を満たしながら行える基底の変換を調べておこう。

ψ′i =
∑

j

(Aijψj + Bijψj) (3.1.22)

とおく。逆変換は、

ψi =
∑

j

((A†)ijψ
′
j − (BT )ijψ

′
j) (3.1.23)

となることはすぐにチェックできる。{ψi}と {ψ′j}が式 (3.1.17)を満たすという要請から、
A, Bに対する条件

AA† −BB† = 1

ABT −BAT = 0

A†A−BT B∗ = 1

A†B −BT A∗ = 0

(3.1.24)

が得られる。一般の曲がった時空に対しては自然な基底 {ψi}の選び方は存在しない。しか
し、静的な時空に対しては time like Killingベクトル kµ を対角化するような基底を選ぶの

が自然であろう。つまり、

kµ∂µui = −iωiui (3.1.25)

にとる。このように基底をとれるためには、まず kµ∂µが S 内の演算子として well di�ned
でなければならない。つまり、kµ∂µは S の元を S の元に移さなければならない。さらに、
kµ∂µは対角化可能でなければならない。これらは、次のようにして示される。k = ∂/∂tと

なるような時間座標 tをとろう。このとき、計量を tに依らないようにすることができる。

よって、φ ∈ S とすれば、

(¤−m2)kµ∂µφ = (
1√−g

∂µ
√−ggµν∂ν −m2)∂tφ

= ∂t(
1√−g

∂µ
√−ggµν∂ν −m2)φ = 0

(3.1.26)
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図 3.4: 非定常時空の例

となるので、kµ∂µφ ∈ Sである。ここでさらにΣとして、時間一定面を取ろう。このとき、

(
∂

∂t
f, g) + (f,

∂

∂t
g) = i

∫
d3x

√
g(3)(f

∗∂2
t g − g∂2

t f∗) (3.1.27)

となる。ここで、g(3)は計量の空間部分の determinantである。Klein-Gordon方程式より、

∂2
t = ∇i∇i −m2 (3.1.28)

とできるので (∇iは 3次元計量での共変微分)、

(
∂

∂t
f, g) + (f,

∂

∂t
g)

= i

∫
d3x

√
g(3)(f

∗∇i∇ig − g∇i∇if∗)

= i

∫
d3x

√
g(3)∇i(f∗∇ig − g∇if∗) = 0

(3.1.29)

となる。よって、

(f, kµ∂µg) = −(kµ∂µf, g) (3.1.30)

となり、kµ∂µは反エルミートであることが分かる。ゆえに、kµ∂µは対角化可能でその固有

値は純虚数である。

3.1.3 時間依存する時空における粒子生成

t < t1では静的な時空M−で、t1 < t < t2 では時間依存する時空M0になり、t > t2では

再び静的な時空M+になるような時空 (図 3.4)を考える。M+, M−においてスカラー場を
それぞれ

φ =
∑

i

(aiui + a†iu
∗
i ) inM−

φ =
∑

i

(a′iu
′
i + a′†i u′∗i ) inM+

(3.1.31)
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のように展開する。ここで、ui, u′iはそれぞれM−, M+での timelike Killingベクトルの固
有関数である。uiと u′iは共に解空間 Sの基底であるから、線形変換で結びついているはず
である。それを

u′i =
∑

j

(Aijuj + Biju
∗
j ) (3.1.32)

と書こう。このときM+の領域において、

φ =
∑

i

(a′iu
′
i + a′†i u′∗i )

=
∑

i

[a′i
∑

j

(Aijuj + Biju
∗
j ) + a′†i

∑

j

(A∗iju
∗
j + B∗

ijuj)]

=
∑

i

(aiui + a†iu
∗
i )

(3.1.33)

となるから、

aj =
∑

i

(a′iAij + a′†i B∗
ij) (3.1.34)

が成り立つ。同様に

ui =
∑

j

(A′iju
′
j + B′

iju
′∗
j ) (3.1.35)

とおけば、

a′j =
∑

i

(aiA
′
ij + a†iB

′∗
ij) (3.1.36)

となることが分かる。この変換をBogoliubov変換といい、A, BをBogoliubov係数という。
M−とM+では選んでいるモード関数が違うため真空の定義が異なっている。では、M−

での真空はM+においてどのような状態に見えるのだろうか。そこで、M−での真空 |vac〉−
のM+での個数演算子の期待値を計算してみると

−〈vac|N ′
i |vac〉− = −〈vac|a′†i a′i|vac〉−

=
∑

j,k

−〈vac|(akB
′
ki)(a

†
jB

′∗
ji)|vac〉− = (B′†B′)ii

(3.1.37)

となり、一般にゼロでない期待値を持つ。つまり、時空がダイナミカルに変化したことに

よって粒子が生成されたことを意味している。

3.1.4 重力崩壊する時空における粒子生成

これまでの議論を重力崩壊する時空 (図 3.5) に適用しよう。このときは、M+ ∼ I +,
M− ∼ I −と対応することになる。H+近傍でのKlein-Gordon方程式の解として、

u′ω = e−iωu (3.1.38)

が得られる。これは、Schwarzschild時空における timelike Killingベクトル ∂/∂tの固有関

数であるので自然な基底である。ここで、図 3.5のようにH+から a�ne distance ε のとこ
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図 3.5: 星の重力崩壊

ろに直線 γを引く。また ε = 0のときの直線を γHとしよう。U 座標の差が a�ne distanceそ
のものであることがチェックできるので直線 γは U = −εである。この直線 γは解 (3.1.38)
の位相一定面であり、γ上での u′ω の値は

u′ω = e−iωu = exp
(

iω

κ
ln(−U)

)
= exp

(
iω

κ
ln ε

)
(3.1.39)

となる。この式から ε → 0で u′ωは速く振動することが分かる。よって幾何光学近似を使う
ことができる。つまり、直線 γは、I −近傍でも位相一定面である。一般にはI −近傍での
γと γH の a�ne distenceは εから変化しているはずである。それを cεとおく (本当は εのあ

る関数として f(ε)とおくべきだが、今 f(0) = 0でしかも εは十分小さいので f(ε) ' cεと

おくことができる)。このときI −近傍で u′ω は

u′ω = exp
(

iω

κ
ln(cε)

)
(3.1.40)

と書ける。I −近傍では ds2 = −dudv + r2dΩ2なので、γと γH の a�ne distance ∝ vであ

る。よって、v ∝ εである。ゆえに、(u, v)座標を用いると u′ω のI −近傍での関数形は

u′ω = exp
(

iω

κ
ln(−c′v)

)
(3.1.41)

となる。この表式は v < 0のもので、v > 0においては null線がI − まで到達しないため
u′ω = 0としよう。まとめると

u′ω =





0 (v > 0)

exp
(

iω
κ ln(−c′v)

)
(v < 0)

(3.1.42)
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図 3.6: 積分路の変更

である。一方でI −での自然な基底は uω = e−iωv である。uω と u′ω の Bogoliubov変換を
求めよう。

u′ω =
∫

dω′

2π
Cωω′uω′ (3.1.43)

と書くと、

Cωω′ =
∫ ∞

−∞
dv eiω′vuω(v)

=
∫ 0

−∞
dv exp

(
iω′v +

iω

κ
ln(−c′v)

) (3.1.44)

となる。ここで、Cωω′ は次の式を満たすことを示す。

Cω,−ω′ = −e−
πω
κ Cωω′ (forω′ > 0). (3.1.45)

vの複素平面で、lnのブランチカットを正の実軸上にとろう。ω′ > 0のとき、Cωω′ を計算

するときは、積分路を i∞→ +i0に変更する。v = ixとおけば、

Cωω′ = −i

∫ ∞

0
dx exp

(
−ω′x +

iω

κ
ln(c′xe−iπ/2)

)

= −ic′iω/κ exp(
πω

2κ
)
∫ ∞

0
dx exp

(
−ω′x +

iω

κ
ln(x)

) (3.1.46)

となる。一方、Cω,−ω′ を計算するときには、積分路を −i∞ → −i0に変更しなければなら
ない。v = −ixとおけば、

Cω,−ω′ = i

∫ ∞

0
dx exp

(
−ω′x +

iω

κ
ln(c′xeiπ/2)

)

= ic′iω/κ exp(
−πω

2κ
)
∫ ∞

0
dx exp

(
−ω′x +

iω

κ
ln(x)

) (3.1.47)
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となる。よって、式 (3.1.45)が成り立つことが分かる。基底の変換を式 (3.1.32)にならって

u′ω =
∫ ∞

0

dω′

2π
(Aωω′uω′ + Bωω′u

∗
ω′) (3.1.48)

と書くと、A,Bと C の関係は、

Aωω′ = Cωω′

Bωω′ = Cω,−ω′ = −e−
πω
κ Cωω′

(3.1.49)

である。よって、

Bij = −e−πωi/κAij (3.1.50)

が得られる。式 (3.1.24)から、

δij = (AA† −BB†)ij

=
∑

k

(AikA
∗
jk −BikB

∗
jk)

= (eπ(ωi+ωj)/κ − 1)(BB†)ij

(3.1.51)

となるので、i = jとおけば、

(BB†)ii =
1

e2πωi/κ − 1
(3.1.52)

が得られる。式 (3.1.23)から Bogoliubov係数と逆 Bogoliubov係数の関係は

B′ = −BT (3.1.53)

である。よって、I +で生成される粒子数は式 (3.1.37)より、

〈N ′
i〉I + = (B′†B′)ii = (B∗BT )ii = (BB†)∗ii (3.1.54)

となる。よって、式 (3.1.52)より、

〈N ′
i〉I + =

1
e2πωi/κ − 1

(3.1.55)

が得られる。これが、重力崩壊に伴う時空の変化によって生成される粒子分布であり、Planck
分布に他ならない。その温度は

TH =
κ

2π
(3.1.56)

であることが読み取れる。これを Hawking温度という。ブラックホールは古典的には物質
を放出することはできないにもかかわらず、ブラックホール時空中の場の量子論を考えると

ブラックホールは実は熱的な objectであったことが分かる。
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3.2 トレースアノマリーの方法

ここまでの議論で物質場の量子効果によりブラックホールは輻射を出すことが分かった。

次は、より直接的に物質場の量子効果を見てみよう。物質場の e�ective actionを用いること
によって量子場 (つまりHawking輻射)のエネルギー運動量テンソルを計算する [8, 9]。この
方法は一般には 2次元時空でしか使えないが、高次元の理論が対称性により 2次元の理論に
帰着できることがしばしばあり、その場合には適用が可能である。この方法は Hawking輻
射のエネルギー運動量テンソルの全成分が決定できるため Hawking輻射の反作用を考えた
いときなどに有用である。

2次元の Schwarzschild時空

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 (3.2.1)

上の場の理論を考える。物質場はmasslessスカラー場

S = −1
2

∫
d2x

√−ggµν∂µφ∂νφ (3.2.2)

を考えよう。この作用は古典的にはWeyl変換 gµν → e2ω(x)gµν , φ → φ で不変であるが、

量子論的にはこの対称性は破れてしまう。このWeyl対称性の量子的破れをトレースアノマ
リーという。Weyl対称性があるため古典的にはエネルギー運動量テンソルのトレースは 0
であるがアノマリーにより

Tµ
µ =

R

24π
. (3.2.3)

となることが分かる。このトレースアノマリーからスカラー場の e�ective actionは計算で
きて

W [g] = − 1
96π

∫
d2x

√−gR
1
¤R (3.2.4)

となる。この作用は Liouville actionと呼ばれる (トレースアノマリーと Liouville actionの
導出は付録Cで行っている)。Liouville action (3.2.4)には nonlocalな演算子¤−1が含まれ

扱いにくいので、補助場 χを用いて

W [χ, g] = − 1
96π

∫
d2x

√−g(−χ¤χ + 2χR) (3.2.5)

と書き直す。χの運動方程式¤χ = Rを用いれば、式 (3.2.5)は式 (3.2.4)に戻ることが分か
る。この作用から導かれるエネルギー運動量テンソルは、

〈Tµν〉 =− 2√−g

δW [χ, g]
δgµν

=
1

48π
[∇µχ∇νχ− 2∇µ∇νχ + gµν{2R− 1

2
(∇χ)2}]

(3.2.6)

である。χの運動方程式を書き下すと、

−
(

1− 2M

r

)−1

∂2
t χ + ∂r

(
1− 2M

r

)
∂rχ =

4M

r3
(3.2.7)
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となり、この解として

χ = at− log
(

1− 2M

r

)
+ A(r + 2M log(r − 2M)) + B (3.2.8)

が得られる。ここで a,A, Bは定数である。この χを使えば、エネルギー運動量テンソルは

〈Ttt〉 =
1

12π

(
−2M

r3
+

7M2

2r4

)
+

1
48π

A2 + a2

2
,

〈Trr〉 =− 1
48π

(
1− 2M

r

)−2 (
2M2

r4
− A2 + a2

2

)
,

〈Trt〉 =
1

48π

Aa

1− 2M
r

.

(3.2.9)

のように計算できる。あとは積分定数 a,Aを決定しなければならない。そのために Unruh
の vacuum condition [13]を採用しよう。つまり、ingoing �uxが r = ∞で消えること、自
由落下する観測者が r = 2M で regularなエネルギー運動量テンソルを観測することを要請
する。それは 



〈Tvv〉 = 0 (at r = ∞) ,

〈Tuu〉 = 0 (at r = 2M) ,
(3.2.10)

と書かれる。ここで、 



u = t− r − 2M log
(

r−2M
2M

)

v = t + r + 2M log
(

r−2M
2M

) (3.2.11)

である。この境界条件から A = −a = 1/4M が得られる。よって、Hawking輻射のエネル
ギー運動量テンソルは

〈Ttt〉 =
1

12π

(
−2M

r3
+

7M2

2r4

)
+

1
768πM2

〈Trr〉 =− 1
48π

(
1− 2M

r

)−2 (
2M2

r4
− 1

16M2

)

〈Trt〉 =− 1
768πM2

1
1− 2M

r

.

(3.2.12)

となる。無限遠で Tuu → 1/196πM2となり、外側への �uxが流れ出ていることが分かる。
また、Ttr → −1/768πM2 より、Hawking 輻射の �ux は Φ = 1/768πM2 となる。この

Hawking �uxの温度を決定するために、2次元の黒体輻射の �ux Φ = πT 2/12と比較す
ると、T = 1/8πM = κ/2π となり、正しいHawking温度が得られることが分かる。

3.3 gravitational anomalyの方法
Hawking輻射やブラックホールエントロピーなどのブラックホールホライズンに関する性

質を理解することは量子重力理論へのヒントになると考えられている。2.3節で説明したよ
うに、近年、ブラックホールエントロピーに関して興味深い研究がなされた [2]。ホライズ
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ン上での一般座標変換不変性の破れがエントロピーの起源だという考え方である。Hawking
輻射もブラックホールエントロピーと同様にホライズンの性質によるもので、Hawking輻
射もアノマリーと関連しているのではないか、と考えるのは自然なことである。

前節で (1+1)次元 Schwarzschild時空において Hawking輻射がトレースアノマリーから
導出できることが分かった。しかし、この方法では真空と指定するためにホライズン上だけ

でなく無限遠の境界条件が必要であった。そのため、Hawkig輻射がホライズンの性質であ
ると断言することはできない。さらに、この方法は (2+1)次元以上の時空には適用できてい
ない。

最近 Robinson and Wilczekが gravitational anomalyを起源とした Schwarzschildブラッ
クホールからのHawking輻射の新しい導出方法を与えた [10]。この方法ではHawking輻射
はホライズン上の gravitational anomalyをキャンセルさせるための compensating �uxで
あると解釈される。この方法は、任意の次元の Schwarzschildブラックホールに適用でき、
さらにホライズン上の情報だけを必要として、無限遠の情報を使わないということが利点と

して挙げられる。この gravitational anomalyによる解釈が本当に正しいことを示すために
は、この方法が Schwarzschildブラックホールだけでなくほかのブラックホールに対しても
適用できることを示す必要がある。Iso et al.はReissner-Nordstromブラックホールからの
Hawking輻射は gravitational anomalyと U(1)ゲージアノマリーをキャンセルさせるため
のフラックスであると解釈できることを示した [11]。さらに彼らはホライズン上での境界条
件を明確にした。

さらに、我々はRobinson and Wilczekの方法 [10]をKerrブラックホールとMyers-Perry
ブラックホールに対しても適用できることを示した [12]。
ここでは、まずRobinson and Wilczekの方法 [10]をレビューし、次にその方法がKerrブ
ラックホールに適用できることを示す。さらにそのあとにMyers-Perryブラックホールにも
拡張できることを示す。

3.3.1 Hawking輻射と gravitational anomaly
この節では gravitational anomalyの方法 [10, 11]のレビューを行う。
次の形の計量を考えよう。

ds2 = −f(r)dt2 +
1

f(r)
dr2 + r2dΩ2

D−2 . (3.3.1)

ホライズンの位置を r = rH としよう。そこでは f(rH) = 0となる。surface gravityは式
(2.1.42)より、κ = f ′(rH)/2と書かれる。まず、この時空上のスカラー場はホライズン近傍
で 2次元の理論に帰着できることを示そう。スカラー場の作用は

S[ϕ] =
1
2

∫
dDx

√−g ϕ∇2ϕ

=
1
2

∫
dDx rD−2√γϕ

(
− 1

f
∂2

t +
1

rD−2
∂rr

D−2f∂r +
1
r2

∆Ω

)
ϕ ,

(3.3.2)

である。ここで γ は dΩ2
D−2 の determinantで ∆Ω は ∇2 の角度微分の項である。ここで、
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r → rH の極限をとって dominant termだけを残すと

S[ϕ] =
rH

D−2

2

∫
dDx

√
γ ϕ

(
− 1

f
∂2

t + ∂rf∂r

)
ϕ

=
∑

n

rH
D−2

2

∫
dtdr ϕn

(
− 1

f
∂2

t + ∂rf∂r

)
ϕn

(3.3.3)

となる。2行目において ϕを (D − 2)次元球面調和関数で展開した。この作用は

ds2 = −f(r)dt2 +
1

f(r)
dr2 . (3.3.4)

上の無限個のスカラー場の作用の足し上げになっている。このようにして、D 次元ブラック

ホール時空上のスカラー場の理論が 2次元の理論に帰着できることが分かった。
この 2次元の観点で、ブラックホールホライズンを時空の境界と考えよう。ホライズン近

傍の ingoing modeはホライズンの外側のスカラー場のダイナミクスに影響を与えないので、
ホライズンの外側だけの理論を考えるとすればこの ingoing modeは無視して良いだろう。
この片方向に走る粒子しか存在しない理論をカイラルな理論という。ホライズンの外側の領

域を二つに分けよう。rH ≤ r ≤ rH + εを理論がカイラルな領域、rH + ε ≤ rをカイラルでな

い領域とする。最終的には ε → 0とする。2次元のカイラルな理論においては gravitational
anomalyが存在することが知られており、そのアノマリー方程式は [14, 15, 16]

∇µTµ
ν = − 1

96π
√−g

εβδ∂δ∂αΓα
νβ , (3.3.5)

で与えられる。ここで ε01 = +1である。Aν とNµ
ν を次のように定義しよう。

∇µTµ
ν ≡ Aν ≡ 1√−g

∂µNµ
ν . (3.3.6)

rH + ε ≤ rの領域では、Aν = Nµ
ν = 0であるが、rH ≤ r ≤ rH + εの領域では、

N t
t = N r

r = 0 ,

N r
t = − 1

192π
(f ′2 + f ′′f) ,

N t
r = − 1

192πf2
(f ′2 − f ′′f) ,

(3.3.7)

At = − 1
192π

(f ′2 + f ′′f)′ ,

Ar = 0 ,
(3.3.8)

となる。ここで ′ ≡ ∂rである。スカラー場を経路積分して得られる e�ective actionは

W [gµν ] = −i ln
(∫

Dφ eiS[φ, gµν ]

)
(3.3.9)

である。ここで S[φ, gµν ]は古典作用である。無限小一般座標変換

xµ −→ xµ − λµ (3.3.10)
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を e�ective actionに行うと、

−δλW =
∫

d2x
√−g λν∇µ{T(H)

µ
ν
H(r) + T(o)

µ
ν
Θ+(r)}

=
∫

d2xλt{∂r(N r
tH) + (T(o)

r
t
− T(H)

r
t
+ N r

t)δ(r − rH − ε)}

+
∫

d2xλr(T(o)
r
r
− T(H)

r
r
)δ(r − rH − ε) ,

(3.3.11)

となる。ここでΘ+(r) = Θ(r − rH − ε), H(r) = 1 − Θ+(r)である。添え字のH と oはそ

れぞれ rH ≤ r ≤ rH + ε, rH + ε ≤ rでの値であることを表している。上の最終表式を得る

ために T(o)
µ

ν
は保存し、T(H)

µ
ν
はアノマリー方程式 (3.3.5)に従うことを用いた。T(H)

µ
ν
と

T(o)
µ

ν
が時間に依らないことを考慮に入れると式 (3.3.6)は積分できてしまって、

T t
t = −K + Q

f
− B(r)

f
− I(r)

f
+ Tα

α(r) ,

T r
r =

K + Q

f
+

B(r)
f

+
I(r)
f

,

T r
t = −K + C(r) = −f2T t

r ,

(3.3.12)

となる [17]。ここで T は T(H)もしくは T(o)を表している。また、

C(r) ≡
∫ r

rH

At(r′)dr′ ,

B(r) ≡
∫ r

rH

f(r′)Ar(r′)dr′ ,

I(r) ≡ 1
2

∫ r

rH

Tα
α(r′)f ′(r′)dr′ ,

(3.3.13)

でありK とQは積分定数である。この定数を rH ≤ r ≤ rH + εではKH , QH、rH + ε ≤ r

ではKo, Qoと表すことにする。式 (3.3.8)からB(r) = 0である。さらに r → rH ,の極限で
は、C(r) → 0, I(r)/f → 1

2Tα
α(rH)となるので式 (3.3.12)はこの極限で

T t
t = −K + Q

f
+

1
2
Tα

α(r) ,

T r
r =

K + Q

f
+

1
2
Tα

α(r) ,

T r
t = −K = −f2T t

r .

(3.3.14)

となる。4つの定数KH , Ko, QH , Qoは gravitational anomalyが消えるという条件から決
める。式 (3.3.14)を式 (3.3.11)代入して ε → 0の極限をとると

−δλW =
∫

d2xλt{∂r(N r
tH) + (−KH + Ko + N r

t)δ(r − rH)}

+
∫

d2xλr KH + QH −Ko −Qo

f
δ(r − rH) .

(3.3.15)
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が得られる。一般座標変換不変性を保つためには、上の変分は消えなければならない。第 1
項目は δ関数の項によって消すことはできないので、ingoing modeの量子効果で消えてい
るはずである。よって第 1項目は無視しよう。第 2項目と 3項目が消えるという条件から

Ko = KH − Φ ,

Qo = QH + Φ ,
(3.3.16)

が得られる。ここで

Φ ≡ f ′2

192π

∣∣∣∣∣
r=rH

=
κ2

48π
. (3.3.17)

である。Hawking �uxを決定するためにはKH を決めなければならない。そのために [11]
で提案された境界条件を用いる。covariant energy momentum tensor T̃µνを導入しよう。そ

れは次の covariant anomaly equationを満たすものとして定義される。

∇µT̃µ
ν =

1
96π

√−g
εµν∂

µR . (3.3.18)

境界条件は di�eomorphism invariantであるべきなので、この covariant anomalous energy
momentum tensor T̃µν

(H)に境界条件を課そう。その境界条件は

T̃ r
(H) t = T(H)

r
t
− 1

192π
(ff ′′ − 2f ′2) = 0 . (3.3.19)

である。ここからKH = 2Φが得られ

T(o)
r
t
= −Φ . (3.3.20)

となる。ここからΦがHawking輻射の �uxであることが分かる。一方、2次元時空における
黒体輻射の �uxは Φ = π

12T 2である。これと式 (3.3.17)を比較すると正しいHawking温度

T =
κ

2π
(3.3.21)

が得られる。この手法をより現実的な回転するブラックホールに拡張することは重要である。

3.3.2 KerrブラックホールからのHawking輻射
次は、KerrブラックホールからのHawking輻射も gravitational anomalyの cancellation
の観点から理解できることを示す。ポイントはKerr時空においてもスカラー場の理論がホ
ライズン近傍で 2次元に落とせるという点である。Kerr時空は球対称でないためこれは自
明ではない。

Boyer-Linquist座標でKerr計量は

ds2 =− ∆− a2 sin2 θ

Σ
dt2 − 2a sin2 θ

r2 + a2 −∆
Σ

dtdφ

+
(r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ

Σ
sin2 θdφ2 +

Σ
∆

dr2 + Σdθ2

(3.3.22)
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と書ける。ここで、

Σ = r2 + a2 cos2 θ ,

∆ = r2 − 2Mr + a2

= (r − r+)(r − r−) .

(3.3.23)

である。outer horizonと inner horizonはそれぞれ r = r+, r− にあるとする。この計量の
determinantは √−g = Σ sin θ (3.3.24)

で、計量の逆行列はの (t, φ)成分は

gtt = −(r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ

Σ∆
,

gφφ =
∆− a2 sin2 θ

Σ∆sin2 θ
,

gtφ = −a(r2 + a2 −∆)
Σ∆

.

(3.3.25)

である。Kerr時空上のスカラー場の作用は

S[ϕ] =
1
2

∫
d4x

√−g ϕ∇2ϕ

=
1
2

∫
d4x

√−g ϕ
1
Σ

[
−

(
(r2 + a2)2

∆
− a2 sin2 θ

)
∂2

t −
2a(r2 + a2 −∆)

∆
∂t∂φ

+
(

1
sin2 θ

− a2

∆

)
∂2

φ + ∂r∆∂r +
1

sin θ
∂θ sin θ∂θ

]
ϕ

(3.3.26)

となる。r → r+の極限をとって dominant termを残すと、

S[ϕ] =
1
2

∫
d4x sin θ ϕ

[
−(r2

+ + a2)2

∆
∂2

t −
2a(r2

+ + a2)
∆

∂t∂φ − a2

∆
∂2

φ + ∂r∆∂r

]
ϕ . (3.3.27)

となる。ここで、局所的に無回転な座標系、つまり





ψ = φ− ΩHt ,

ξ = t ,
(3.3.28)

に変換する。ここで

ΩH ≡ a

r2
+ + a2

(3.3.29)

である。この (ξ, r, θ, ψ)座標を使うと作用 (3.3.27)を

S[ϕ] =
a

2ΩH

∫
d4x sin θ ϕ

(
− 1

f(r)
∂2

ξ + ∂rf(r)∂r

)
ϕ , (3.3.30)

と書き直すことができる。ここで

f(r) ≡ ΩH∆
a

(3.3.31)
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である。ここで、角度微分が完全に消えてしまったことが分かる。さらに球面調和関数で

ϕ(x) =
∑

l,m ϕl m(ξ, r)Yl m(θ, ψ) のように展開すると、次の 2次元の作用が得られる。

S[ϕ] =
a

ΩH

∑

l,m

1
2

∫
dξdrϕl m

(
− 1

f(r)
∂2

ξ + ∂rf(r)∂r

)
ϕl m . (3.3.32)

e�ective 2次元計量は上の作用から読み取れて、

ds2 = −f(r)dξ2 +
1

f(r)
dr2 (3.3.33)

である。このようにして、4次元の理論が 2次元の理論に落とせることが分かった。この 2
次元計量のホライズン近傍の geometryは r+ > r−のときRindler時空であり、extremalな
場合の r+ = r− のときは AdS2 になることが分かる。この結果は [18]の結果と consistent
である。さて、Kerrブラックホールの Hawking温度を求めよう。ここまで来れば 3.3節の
方法がそのまま応用できる。anomaly cancellationの議論から得られる Hawking温度は式
(3.3.21)より

T =
1
4π

∂rf |r+

=
r2
+ − a2

4πr+(r2
+ + a2)

=
√

M2 − a2

4πM(M +
√

M2 − a2)
.

(3.3.34)

となる。これはKerrブラックホールのHawking温度である。我々は輻射のエネルギー分布
が Planck分布であることは示していないが、それを仮定してしまおう。4次元理論の観点
では、(ξ, ψ)で見るとホライズン近傍で分布関数は (exp(ω/T ) − 1)−1である。この座標系

でエネルギー ω、磁気量子数 mのスカラー場は ϕ ∝ exp(iωξ + imψ)と書ける。 (t, φ)座標
では、 ϕ ∝ exp(i(ω −mΩH)t + imφ))となる。よって、 (t, φ)座標では分布関数は、

1
exp((ω −mΩH)/T )− 1

(3.3.35)

となる。この式から、Kerrブラックホールの正しい化学ポテンシャルも得られることが分か
る。この表式を用いれば、角運動量�uxを計算することもできる。電荷Q,磁荷Pを持つKerr-
Newmanブラックホールに関しては、中性のスカラー場のHawking輻射はa2 → a2+Q2+P 2

の置き換えにより同様に計算できる。

3.3.3 Myers-Perryブラックホールの場合
前節の議論は回転軸が1つのMyers-Perryブラックホールにも拡張できる。D次元のMyers-

Perry計量は [19, 20]

ds2 =− dt2 +
Udr2

V − 2M
+

2M

U
(dt +

n∑

i=1

aiµ
2
i dφi)2

+
n∑

i=1

(r2 + a2
i )(µ

2
i dφ2

i + dµ2
i ) + εr2dµ2

n+ε

(3.3.36)
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である。ここで、

V = rε−2
n∏

i=1

(r2 + a2
i ) ,

U = V (1−
n∑

i=1

a2
i µ

2
i

r2 + a2
i

) ,

(3.3.37)

であり、nは (D − 1)/2の整数部分で、ε = 1(D:even), 0(D:odd)である。µi座標は独立で

はなく、次の方程式に従う。
n∑

i=1

µ2
i + εµ2

n+ε = 1 . (3.3.38)

回転軸が 1つのMyers-Perryブラックホールを考えよう。a1 = a, ai = 0 (for i 6= 1), µ1 =
µ, φ1 = φ とおく。さらに極座標

µ =cos θ ,

µ2 =sin θ cos θ2 ,

µ3 =sin θ sin θ2 cos θ3 ,

...

(3.3.39)

を用いると、計量は、

ds2 =
(
−1 +

2M

U

)
dt2 + µ2

(
r2 + a2 +

2Ma2µ2

U

)
dφ2

+
4Maµ2

U
dtdφ +

Udr2

V − 2M
+

(r2 + a2)U
V

dθ2 + r2dγ2

(3.3.40)

のように書ける。ここで

dγ2 ≡ sin2 θdΩ2
n+ε−2 + (µ2

2dφ2
2 + · · ·+ µ2

ndφ2
n) (3.3.41)

であり、dΩ2
n+ε−2は Sn+ε−2の (θ2, · · · , θn+ε−1)座標での計量である。計量の逆行列の (t, φ)

成分は

gtt = −V {(r2 + a2)U + 2a2µ2M}
(r2 + a2)(V − 2M)U

,

gφφ =
(U − 2M)V

µ2(r2 + a2)(V − 2M)U
,

gtφ =
2aMV

(r2 + a2)(V − 2M)U
,

(3.3.42)

で、計量の determinantは

√−g =
µ(r2 + a2)U

V
rD−4√γ . (3.3.43)

である。ホライズンの位置は V (r = r+) = 2M で決定される r = r+である。計量の (t, r, φ)
成分と (θ, θ2, · · · , θn+ε−1, φ2, · · · , φn) 成分は分離している。さらに逆行列の (θ, θ2, · · · ,
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θn+ε−1, φ2, · · · , φn)成分はホライズン上で正則であるので、スカラー場の作用の中でその
パートはホライズン近傍で無視できる。よって、ホライズン近傍でのスカラー場の作用は

S[ϕ] =
1
2

∫
dDx

√−g ϕ∇2ϕ

=
1
2

∫
dDx rD−4

+

√
γ µ(r2

+ + a2)ϕ

[
− 2M

V − 2M

(
∂t − a

r2
+ + a2

∂φ

)2

∂r
V − 2M

2M
∂r

]
ϕ

(3.3.44)

となる。さらに、座標変換 



ψ = φ + a
r2
++a2 t ,

ξ = t .
(3.3.45)

をすると、

S[ϕ] =
(r2

+ + a2)rD−4
+

2

∫
dDx

√
γµ ϕ(− 1

f
∂2

ξ + ∂rf∂r)ϕ

=
(r2

+ + a2)rD−4
+

2

∑
n

∫
dξdr ϕn(− 1

f
∂2

ξ + ∂rf∂r)ϕn

(3.3.46)

が得られる。ここで

f(r) =
V − 2M

2M
(3.3.47)

である。最後の行では
√

γµを測度とした (θ, θ2, . . . , θn+ε−1, ψ, φ2, . . . , φn) の関数の正規直
交系で ϕを展開した。式 (3.3.46)は 2次元計量

ds2 = −f(r)dξ2 +
1

f(r)
dr2 (3.3.48)

上の無限個のスカラー場を作用の足し上げたものある。3.3節の方法を使えば、Myers-Perry
ブラックホールの正しいHawking温度

T =
V ′(r+)
8πM

=
(D − 3)r2

+ + (D − 5)a2

4πr+(r2
+ + a2)

(3.3.49)

が得られる。

我々はこのようにしてKerr, Myers-PerryブラックホールからのHawking温度を gravita-
tional anomalyの観点から導出し、gravitational anomalyの方法の普遍性を確認すること
ができた。Kerrブラックホールへの拡張は我々の研究と同時期に異なる方法でも示されて
いる [21]。また、Myers-Perryブラックホールの回転軸が 2つ以上の場合に拡張できること
は、ごく最近 [22, 23, 24]で示された。さらに、他の様々なブラックホールへの拡張も多く
なされている [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28]。
この研究の future workとして、さらに他のブラックホールに拡張する、という方向性も
あるが、そろそろ次の段階に移るべきである。我々は、最近のブラックホールエントロピー

の研究のいくつかはアノマリーと関連していることに注目している [2, 17, 29, 30]。これらの
研究と統合することにより、ブラックホールエントロピーと Hawking輻射がアノマリーの
観点から統一的理解ができるかもしれない。さらに、Hawking輻射の反作用を gravitational
anomalyの方法に組み込むことも考えられる。これに関しては 4.4節で少し述べることに
する。
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第4章 Hawking輻射の反作用

前章でブラックホールは熱的な輻射を出すことが分かった。その議論では、背景時空は固定

されていると考えて Hawking輻射の背景時空への反作用を無視して考えていた。しかし、
蒸発によりブラックホール質量がPlanck質量程度になるとHawking輻射の反作用が効いて
来るため、ブラックホール蒸発の最終段階を議論するためには、輻射反作用を考慮したダイ

ナミカルな扱いが必要になる。また、Kaluza-Kleinブラックホールの蒸発を調べるときも、
Hawking輻射の反作用が内部空間のダイナミクスを引き起こすことになる。
この章では、まず 4次元時空において準静的に Hawking輻射の反作用を取り入れた議論

を行う。また、ダイナミカルに反作用を取り入れる方法とその難しさについて述べる。次

に、2次元重力モデルを考え、2次元ブラックホールの蒸発過程を調べる。2次元ブラック
ホールにおいては Hawking輻射の反作用を取り入れても厳密に解けることが分かる。後の
Kaluza-Kleinブラックホールの蒸発を調べる際にも高次元の理論に対称性を課して 2次元
の理論に落としてから解析することができる。そのためにも、今 2次元重力モデルについて
調べておくことは有益である。

4.1 4次元時空におけるHawking輻射の反作用
ブラックホールはHawking温度 T = κ/2πの熱的な輻射をすることが前章で分かった。こ

の輻射のエネルギーは自らの質量を失うことによって放出されているはずである。この効果

を準静的に見てみよう。ブラックホールの質量損失率は、Stephan-Boltzmannの法則より

dM

dt
= −σAT 4

H (σ =
π2

60
) (4.1.1)

となる。ここでAはホライズン面積である。A = M2/M4
Pl, TH ∼ M2

Pl/M を代入すれば、

dM

dt
∼ −M4

Pl
M2

(4.1.2)

となり、ここから寿命

τ ∼ M3

M4
Pl

(4.1.3)

が見積もれる。

しかし、この議論は質量が十分大きいとき (M À MPl)にしか成り立たないことに注意す
るべきである。なぜならHawking温度 (3.1.56)は質量が小さいほど大きく、特に Planck質
量のときは Planck温度になる。このときは、Hawking輻射の背景時空への反作用が効いて
くるので、ここまで行なってきた背景時空を固定した議論はもはや成り立たなくなる。さら

にPlankスケールの物理では、量子重力効果が効いてくるはずでその効果も取り入れなけれ
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ばならない。では、反作用を取り入れた計算はどのように行えば良いのだろうか。原理的に

は、重力+物質場の作用

S =
1

16πG

∫
d4x

√−gR +
∫

d4x
√−g[−1

2
(∇f)2] (4.1.4)

を考えて、物質場だけを量子的に扱えば良い。つまり、物質場の古典作用の代わりに e�ective
action

W [g] = −i ln
(∫

Df exp(i
∫

d4x
√−g[−1

2
(∇f)2])

)
(4.1.5)

を用いて、

S =
1

16πG

∫
d4x

√−gR + W [g] (4.1.6)

の理論を調べれば良い。W [g]がHawking輻射の作用である。この作用から導かれる半古典
的 Einstein方程式

Gµν = 8πG〈Tµν〉, 〈Tµν〉 ≡ −2√−g

δW

δgµν
(4.1.7)

を解けば、Hawking輻射の反作用を取り入れた時空のダイナミクスが分かる。しかし、こ
の計算で難しいのは 4次元の曲がった時空中における物質場の e�ective actionの計算であ
る。4次元時空においては、2次元のときのような簡単な e�ective actionの表式 (3.2.4)は知
られていない。仮にこれが求められたとしても、半古典 Einstein方程式においてブラック
ホールが痩せていくようなダイナミカルな解を求めるのは難しいであろう。しかし、2次元
時空で考えれば、e�ective actionは簡単は表式 (3.2.4)で与えられるし、それから導かれる
半古典運動方程式は厳密に解くことができることがわかる。次節から実際に 2次元重力にお
けるブラックホールについて考えていく。

4.2 CGHSモデル
2次元時空における Einstein-Hilbert作用

∫
d2x

√−gRは、オイラー数であり時空のトポ

ロジー的な性質のみで決まってしまう。そのため、Einstein-Hilbert作用では意味のある重力
理論にはならない。実際、2次元では Einsteinテンソルは恒等的に 0になってしまう。場と
して計量 gµνだけでは、2次元では自由度が−1になってしまうので、意味のある重力理論を
作るためにはほかに場を導入する必要がある。ここで考える 2次元の重力モデルは、dilaton
φを導入して、

SCGHS =
1
2π

∫
d2x

√−g[e−2φ(R + 4(∇φ)2 + 4λ2)− 1
2

N∑

i=1

(∇fi)2] (4.2.1)

である。fiは物質場である。また、λはmass次元を持つパラメータである。このモデルは、
Callan, Gidding, Harvey, Stromingerによって調べられ、CGHSモデルと呼ばれる [31]。こ
の dilaton gravityは、2.3.1節でも見たように、高次元の Einstein-Hilbert作用に球対称性
を課して dimensional reductionするとしばしば現れる。あとで量子化された fiがHawking
輻射を生み出すことが分かるが、反作用の効果を見るためにまず fiを古典的に考えて、そ
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の結果と量子的に考えた結果を比較することにする。この作用から導かれる運動方程式は、

2e−2φ(∇µ∇νφ− gµν∇2φ + gµν(∇φ)2 − λ2gµν)

+
1
4
gµν(∇fi)2 − 1

2
∇µfi∇νfi = 0,

(4.2.2)

R− 4(∇φ)2 + 4∇2φ + 4λ2 = 0, (4.2.3)
∇2fi = 0 (4.2.4)

である。fiが 2回出てくるタームは iについて和をとることを約束しておく。この運動方程

式における物質場が重力崩壊する解を求めよう。計量は一般座標変換を使って

ds2 = −e2ρdx+dx− (4.2.5)

の形にとる (conformal gauge)。このゲージ固定では、まだ x+ → x+′(x+), x− → x−′(x−)
のゲージ自由度が残っている。なぜなら、この変換をしても

ds2 = −e2ρ dx+

dx+′
dx−

dx−′
dx+′dx−′

= − exp
(

2ρ + ln
dx+

dx+′ + ln
dx−

dx−′

)
dx+′dx−′

(4.2.6)

となり、conformal gaugeの形が保たれるからである。この残ったゲージ自由度を用いれば、

ρ → ρ + (x+のみの関数) + (x−のみの関数) (4.2.7)

とできることも分かる。conformal gauge条件のもとでは、運動方程式は

e−2φ(4∂+ρ∂+φ− 2∂2
+φ) +

1
2
∂+fi∂+fi = 0, (4.2.8)

e−2φ(4∂−ρ∂−φ− 2∂2
−φ) +

1
2
∂−fi∂−fi = 0, (4.2.9)

e−2φ(2∂+∂−φ− 4∂+φ∂−φ− λ2e2ρ) = 0, (4.2.10)
−4∂+∂−φ + 4∂+φ∂−φ + 2∂+∂−ρ + λ2e2ρ = 0, (4.2.11)

∂+∂−fi = 0 (4.2.12)

と書ける。式 (4.2.10),(4.2.11)より、

∂+∂−(ρ− φ) = 0 (4.2.13)

が得られる。つまり ρ = φ + (x+のみの関数) + (x−のみの関数) であるので、残ったゲージ
自由度を用いて、

ρ = φ (4.2.14)

とする。まだ、x± を定数だけずらすゲージ自由度は残っていることに留意しておく。式
(4.2.14)を用いれば、式 (4.2.10)は、

∂+∂−e−2φ = −λ2

⇒e−2φ = −λ2x+x− + A(x+) + B(x−)
(4.2.15)
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となる。物質場 fiとしては、ingoing shock waveを考える。つまり、

∂+fi∂+fi = 2aδ(x+ − x+
0 )

∂−fi = 0
(4.2.16)

とする。この仮定は式 (4.2.12)と consistentである。このとき、式 (4.2.8)は、

∂2
+e−2φ = −aδ(x+ − x+

0 )

⇒A′′(x+) = −aδ(x+ − x+
0 ) (∵ (4.2.15))

⇒A(x+) = −a(x+ − x+
0 )θ(x+ − x+

0 ) + c1x
+ + c3,

(4.2.17)

式 (4.2.9)は、

∂2
−e−2φ = 0

⇒B′′(x−) = 0 (∵ (4.2.15))

⇒B(x−) = c2x
− + c4,

(4.2.18)

となる。よって、

e−2φ = −a(x+ − x+
0 )θ(x+ − x+

0 )− λ2x+x− + c1x
+ + c2x

− + c (4.2.19)

が得られる。さらに、x±を定数ずらす自由度を用いれば、c1 = c2 = 0とできる (このとき
x+

0 も再定義してやる必要がある)。これで、ゲージ自由度は完全に使い尽くしたことになる。
最終的に得られた解は、

e−2φ = e−2ρ = −a(x+ − x+
0 )θ(x+ − x+

0 )− λ2x+x− + c (4.2.20)

である。c = 0のときを考えてみると、shock waveが入射する前 x+ < x+
0 では、

ds2 = −dx+dx−

λ2x+x−
= −dσ+dσ−





λx+ = eλσ+

λx− = −eλσ−

(4.2.21)

となり、平坦な時空であることが分かる。我々が考えたいのは、平坦な空間に shock wave
か入射してきてブラックホールができるような状況であるので c = 0とする。
次にこの計量

ds2 =
dx+dx−

−a(x+ − x+
0 )θ(x+ − x+

0 )− λ2x+x−
(4.2.22)

の時空構造を調べてみよう。x+ > x+
0 において、リッチスカラーを計算すると

R = 8e−2ρ∂+∂−ρ

=
−4λ2ax+

0

a(x+ − x+
0 ) + λ2x+x−

(4.2.23)

となる。この式から、曲線

x+(x− +
a

λ2
) =

ax+
0

λ2
(4.2.24)

が curvature singularityであることが分かる。よって、この時空構造は図 4.1のようになる。
さらに conformal変換をして Penrose図を描くと図 4.2のようになる。
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図 4.1: 平坦な時空に shock waveが入射してきたときの時空図 (Hawking輻射なし)

図 4.2: CGHSモデルの Penrose図
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4.3 RSTモデル
CGHSモデルでは、物質場を古典場として扱っていた。次は、物質場の量子補正を考慮し
よう。まず、物質場を

fi → fi + δfi (4.3.1)

のように classical part fiと quantum part δfiに分ける。このときCGHSモデルの作用は、

SCGHS =
1
2π

∫
d2x

√−g[e−2φ(R + 4(∇φ)2 + 4λ2)− 1
2
(∇fi)2 − 1

2
(∇δfi)2] (4.3.2)

と書ける (δfiの 1次のタームは運動方程式により消えることに注意)。quantum part δfiに

ついてだけ、経路積分を行うことにより、次の e�ective actionが得られる。

SRST = −i ln
∫ N∏

i=1

Dδfi exp(iSCGHS[g, φ, fi + δfi])

= SCGHS − κ

8π

∫
d2x

√−g(R
1
¤R + 2φR).

(4.3.3)

ここで、κ ≡ N/12である。この経路積分の計算は付録 Cで行っている。このモデルは、
Russo, Susskind, Thorlaciusによって調べられており、RSTモデルと呼ばれている [32]。こ
の作用のR¤−1Rのタームは Liouville actionである。付録 Cで述べているように、上の経
路積分の計算の際には、local counter termを付け加える不定性がでてくる。2φRのターム

は、その不定性を用いて手で入れたタームである。このタームを手で入れておくことによっ

て、Hawking輻射の反作用を入れても運動方程式が solvableになる。solvableになるような
local counter termの入れ方は一意ではないが、他の場合でも解の定性的な性質は変わらな
いことが分かっている [33, 34]。
RSTモデル (4.3.3)は、nonlocalな演算子が含まれているためやや扱いにくい。そこで、

補助場 χを用いて式 (4.3.3)を次のように変形しておく。

SRST = SCGHS − κ

8π

∫
d2x

√−g[(∇χ)2 + 2(χ + φ)R]. (4.3.4)

χの運動方程式∇2χ = Rを式 (4.3.4)に代入すれば、式 (4.3.3)に戻ることが分かる。
このモデルで物質場が重力崩壊する解を求めよう。運動方程式は、

2(e−2φ +
κ

4
)(∇µ∇νφ− gµν∇2φ)

+2e−2φgµν{(∇φ)2 − λ2}+
1
4
gµν(∇fi)2 − 1

2
∇µfi∇νfi

−κ

4
(∇µχ∇νχ− 2∇µ∇νχ− 1

2
gµν(∇χ)2 + 2gµν∇2χ) = 0 ,

(4.3.5)

(1 +
κ

4
e2φ)R− 4(∇φ)2 + 4∇2φ + 4λ2 = 0 , (4.3.6)

∇2fi = 0 , (4.3.7)
∇2χ = R. (4.3.8)

である。CGHSモデルと同様に、conformal gauge

ds2 = −e2ρdx+dx− (4.3.9)
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をとろう。このとき式 (4.3.8)は、

∂+∂−χ = −2∂+∂−ρ

⇒χ = −2(ρ + A+(x+) + A−(x−))
(4.3.10)

となる。これを用いると、式 (4.3.5)の (+−)成分と式 (4.3.6)は、

−2(e−2φ +
κ

4
)∂+∂−φ + 4e−2φ∂+φ∂−φ + λ2e2(ρ−φ) + κ∂+∂−ρ = 0 (4.3.11)

2(e−2φ +
κ

4
)∂+∂−ρ + 4e−2φ∂+φ∂−φ− 4e−2φ∂+∂−φ + λ2e2(ρ−φ) = 0 (4.3.12)

となる。この 2式の差をとると、

∂+∂−(ρ− φ) = 0 (4.3.13)

が得られる。よって、CGHSモデルのときと同様に残ったゲージ自由度を使えば ρ = φと

することができる。このとき式 (4.3.11)は、

− 2(e−2φ − κ

4
)∂+∂−φ + 4e−2φ∂+φ∂−φ + λ2

⇒√κ∂+∂−(
√

κ

2
φ +

e−2φ

√
κ

) + λ2 = 0

⇒Ω ≡
√

κ

2
φ +

e−2φ

√
κ

= − λ2

√
κ

x+x− + B+(x+) + B−(x−)

(4.3.14)

となる。ここで、

B+(x+) + B−(x−) = −
√

κ

4
ln(−λ2x+x−) (4.3.15)

のとき、時空は平坦になることに留意しておこう。さらに、式 (4.3.5)の (±±)成分は、

2(e−2φ +
κ

4
)(∂2

±φ− 2(∂±φ)2)− 1
2
∂±fi∂±fi

+ κ((∂±φ)2 − ∂2
±φ− (∂±A±)2 − ∂2

±A±) = 0

⇒κt±(x±) =
√

κ∂2
±Ω +

1
2
∂±fi∂±fi

(4.3.16)

となる。ここで、t±(x±) ≡ −(∂±A±)2 − ∂2±A± である。t± は不定だが、fi = 0のときに
時空が平坦になるように設定しよう。つまり、fi = 0のとき式 (4.3.15)が成り立つようにす
る。そのためには、

t± =
1√
κ

∂2
±

[
− λ2

√
κ

x+x− −
√

κ

4
ln(−λ2x+x−)

]

=
1

4(x±)2

(4.3.17)

とならねばならない。ここまでで、運動方程式は次の式に帰着できることが分かった。

∂+∂−Ω =
λ2

√
κ

(4.3.18)

∂2
±Ω =

√
κ

4(x±)2
− 1

2
√

κ
∂±fi∂±fi (4.3.19)

[
Ω ≡

√
κ

2
φ +

e−2φ

√
κ

]
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ここで、再び物質場として ingoing shock waveを考えよう。つまり、

∂+fi∂+fi = 2aδ(x+ − x+
0 )

∂−fi = 0
(4.3.20)

である。このとき式 (4.3.18), (4.3.19)を解くと、

Ω = − λ2

√
κ

x+x− −
√

κ

4
ln(−λ2x+x−)− a√

κ
(x+ − x+

0 )θ(x+ − x+
0 ) (4.3.21)

が得られる。ただし、CGHSモデルのときと同様に x+ < x+
0 では時空が平坦になるように

積分定数と調節した。

解が求まったので、時空構造を調べよう。リッチスカラーは、

R = 8e−2ρ∂+∂−ρ (4.3.22)

で与えられる。ここで、

∂+∂−ρ =
1
Ω′

(
∂+∂−Ω− Ω′′

Ω′2
∂+Ω∂−Ω

)
, [ ′ ≡ d

dφ
] (4.3.23)

と書けることを確かめられるので、Ω′ = 0が curvature singularityであることが分かる。つ
まり、x+ > x+

0 では e−2φ = κ/4のとき singularである。これを、解 (4.3.21)に代入すると
singularityの位置を表す曲線

1− ln
κ

4
= −4λ2

κ
x+x− − ln(−λ2x+x−)− 4a

κ
(x+ − x+

0 ) (4.3.24)

が得られる。さらに apparent horizonの位置を求めよう。2次元重力では普通の意味の ap-
parent horizonは定義できないが、2.3.3節で述べたように、e−2φが球対称時空における�r2�
に対応していることを考えると

∂+φ = 0 (4.3.25)

が apparent horizonの定義として自然である。∂+φ = 0 ⇔ ∂+Ω = 0であることを利用して
計算すると、

x+(x− +
a

λ2
) = − κ

4λ2
(4.3.26)

が apprent horizonを表す曲線であることが分かる。この時空の構造は図 4.3のようになる。
singularityの曲線 (4.3.24)と apparent horizonの曲線 (4.3.26)の交点は存在して

x+ =
κ

4a
(e4ax+

0 /κ − 1)

x− = − a

λ2
(1− e−4ax+

0 /κ)−1
(4.3.27)

である。これは、singularityが apparent horizonの外側に出てきて裸の特異点が形成される
ことを表している。つまり、Hawking輻射の反作用を考慮しても、裸の特異点が形成され、
特異点問題は解決することはできない、というのが結論である。またこの交点は singularity
が space likeから time likeに変わる点でもある。図 4.3を conformal変換して Penrose図を
描くと図 4.4のようになる。
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図 4.3: 平坦な時空に shock waveが入射してきたときの時空図 (Hawking輻射あり)

図 4.4: RSTモデルの Penrose図
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4.4 horizon constraintの方法とRSTモデル
ここでアノマリーとブラックホール物理に関する研究が思いつく。アノマリーを起源とし

て、Hawking輻射とブラックホールエントロピーを説明できることは 2.3, 3.3節で分かった。
しかし、これらは Hawking輻射とエントロピーを別々に扱っており、直接的なつながりを
見ることはできていない。対称性の破れの観点から Hawking輻射とブラックホールエント
ロピーを同時に説明できないだろうか。2.3節では、ホライズン上で一般座標変換不変性が
破れてゲージモードが物理的モードに変わることによりエントロピーが生み出される、とい

う描像が得られた。Hawking輻射はその新たな物理的モードがホライズン上から流れ出し
たものである、というイメージをすることができる (図 4.5)。

図 4.5: アノマリーを起源としたHawking輻射とブラックホールエントロピーの統一的理解

それを確認するためのモデルとして RSTモデルは最適である。RSTモデルでは作用の段
階で物質場の量子効果 (すなわち Hawking輻射の効果)が入ったもの (式 (4.3.3))を考える
ので、Hawking輻射の効果を入れながら、horizon constraintの方法を実行することが出来
そうである。その際にホライズンに手で入れる constraintをどうするかがが問題であるが、
我々の予想としては、うまく constraintを入れることにより、時間発展するVirasoro代数

[L[ξ], L[η]] = iL[ξη′ − ηξ′]− i

48π

∫
dv c(g, φ, f, χ)(ξ′η′′ − η′ξ′′) (4.4.1)

が得られると考えられる。central chargeが場を通して時間に依っているので、その結果得ら
れるエントロピーも時間によるはずである。この計算によりHawking �uxと central charge
の関係を調べれば、�対称性の破れ具合�を表す central chargeという一つの量でHawking輻
射とブラックホールエントロピーを説明でき、図 4.5の描像も確認できるはずである。
この研究を行うためには、時空の境界と対称性の破れに注目したいくつかの研究 [35, 36,

37, 38] との比較をしながら horizon constraintの方法をより深く理解していくことが必要で
ある。
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第5章 Kaluza-Kleinブラックホールと不安
定性

これまでの議論は、コンパクト化されていない時空、特に 4次元ブラックホールを念頭にお
いたものであった。一方、この論文の目標はKaluza-Kleinブラックホールの蒸発過程を理
解することである。Kaluza-Kleinブラックホールの蒸発に議論を移す前に、まず背景時空に
ついて説明しておかねばならない。この章では、まずKaluza-Kleinコンパクト化について
簡単に説明した後で、Kaluza-Klein時空におけるブラックホールについて考察していく。そ
こでは、Kaluza-Kleinブラックホールの中で最も基本的なブラックブレーン (ストリング)
解を紹介する。蒸発過程を調べる上で最も重要なKaluza-Kleinブラックホールの性質の一
つとしてその不安定性 (Gregory-La�amme instability[39]) が挙げられる。この不安定をま
ず定性的に理解するために熱力学的な観点から不安定性を議論する [40]。その次に実際にこ
の不安定性を線形摂動論で示す。これは我々独自の dimensional reductionの方法で示すこ
とにする。

5.1 コンパクト化と有効作用

第 1章のイントロダクションで述べたように、超弦理論は、我々の時空は 4次元でなく、
より高次元であることを予言する。しかし、我々の観測する時空は 4次元なので、このギャッ
プを埋めるために余った 6次元を小さくコンパクト化する必要がある。直観的には余った次
元を小さく丸めれば 4次元に見える、というのはもっとものような気もするが、実際に場の
理論の観点から、コンパクト化によりどのように 4次元有効作用が得られるかを調べておこ
う。簡単のため 5次元時空を考えて、計量を

ds2 = gµν(xµ)dxµdxν + dy2 (5.1.1)

とおく。ここで、y方向は長さ Lでコンパクト化されているとする。この時空上のmasless
実スカラー場を考えてみる。

S = −1
2

∫
d5x

√−g(5)(∇(5)φ)2 = −1
2

∫
d4xdy

√−g[(∇φ)2 + (∂yφ)2] (5.1.2)

ここで、g(5)は 5次元計量で、∇(5)は 5次元計量での共変微分である。φの y依存性をFourier
展開すると、y ∼ y + Lで φは周期的でないといけないので、

φ =
∑

n

φn(xµ)e
2πin

L
y (5.1.3)
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となる。φは実数なので、φ−n = φ∗nである。この表式を作用に代入すれば、

S = −1
2

∑
n

L

∫
d4x

√−g

[
∇µφn∇µφ∗n +

(
2πn

L

)2

φnφ∗n

]

= −1
2

∫
d4x

√−g(∇φ0)2 − 1
2

∑

n6=0

∫
d4x

√−g

[
∇µφn∇µφ∗n +

(
2πn

L

)2

φnφ∗n

] (5.1.4)

が得られる。2行目では、スカラー場が canonicalに規格化されるように、Lをφnに吸収させ

た。この有効作用から、5次元スカラー場を 4次元の観点でみると、1つのmasslessスカラー
場+無限個のmassiveスカラー場となることが分かる。massiveスカラー場の質量は& L−1

である。よって、もしL−1が現在の実験のエネルギースケール (∼TeV)より小さければ、こ
のmassiveスカラー場は観測されず、4次元理論が再現されることになる。Einstein-Hilbert
作用も見てみよう。Einstein-Hilbert作用に式 (5.1.1)を代入すると、

S = M3
5

∫
d5x

√−g(5)R
(5) = M3

5 L

∫
d4x

√−gR (5.1.5)

となる。ここで、M5は 5次元 Planck質量である。よって、重力場+物質場の系の作用は
低エネルギーで、

S = M3
5

∫
d5x

√−g(5)R
(5) − 1

2

∫
d5x

√−g(5)(∇(5)φ)2

' M3
5 L

∫
d4x

√−gR− 1
2

∫
d4x

√−g(∇φ0)2
(5.1.6)

と書ける。スカラー場が canonicalに規格化されているため物質場の作用には、Lはかから

ない。よって、4次元の e�ectiveな重力定数として、

MPl =
√

M3
5 L (5.1.7)

となることが分かる。このように、コンパクト化のスケールが十分小さければ低エネルギー

で 4次元の理論が再現されることが分かった。逆に、. Lのスケールの物理では 5次元的
な振舞いが期待される。これは、特にブラックホールを考えたときに顕著に見ることができ

る。次節から実際に高次元ブラックホールについて説明していく。

5.2 高次元時空におけるブラックホール

D次元の Einstein-Hilbert actionを考える。

S = MD−2
D

∫
dDx

√−gR (5.2.1)

ここで、MDはD次元 Planck質量である。この作用から導かれる運動方程式は、Rµν = 0
である。この高次元時空で最も基本的なブラックホール解として、次の球対称解が存在する。

ds2 = −
(

1−
(rH

r

)D−3
)

dt2 +
(

1−
(rH

r

)D−3
)−1

dr2 + r2dΩ2
D−2 . (5.2.2)
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図 5.1: ブラックストリング解の形状

ここで、dΩ2
D−2は単位 (D− 2)次元球面の計量である。この解をD次元 Schwarzschld解と

いう。Kerrブラックホールの高次元時空への一般化も可能で、それはMyers-Perryブラッ
クホールと呼ばれ、3.3.3節で少し扱った。4次元時空の場合、真空解のホライズンのトポ
ロジーは S2に限られるが、高次元時空の場合は SD−2以外のトポロジーを持ったブラック

ホールを考えることができる。例えば、Sn−2 ×RD−nのトポロジーを持った次のブラック

ホール解を構成することができる。

ds2 = −V dt2 + V −1dr2 + r2dΩ2
n−2 + dyidyi

V ≡ 1−
(rH

r

)n−3 (5.2.3)

この解はブラックブレーン解 (D−n = 1のときはブラックストリング解)と呼ばれる。この解
はn次元Schwarzschild時空と (D−n)次元Euclid空間の直積である。つまり、Schwarzschild
ブラックホールを伸ばした形状をしている (図 5.1)。n = 4にとり、ブラックブレーンが伸
びている方向 (y1, · · · , yD−n 方向) を小さくコンパクト化してやれば、我々には 4 次元の
Schwarzschildブラックホールに見えることになる。

5.3 Kaluza-Kleinブラックホールの不安定性
5.3.1 熱力学的不安定性

コンパクト化された時空では、Schwarzschild解 (5.2.2)とブラックブレーン解 (5.2.3)の
どちらが実現されるのだろうか。2章で説明したように、ブラックホールにはエントロピー
が存在することが知られている。Einstein重力 (5.2.1)の場合は、ブラックホールエントロ
ピーはホライズン表面積に比例していて、

S = 4πMD−2
D AH (5.3.1)

で与えられる。ここでAH はホライズン面積である。おそらく実現されるのは熱力学的に安

定な解、つまりエントロピーが大きい方の解であろう。Schwarzschildブラックホールとブ
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ラックブレーンのエントロピーを書くと

SBH = 4πMD−2
D ΩD−2r

D−2
BH

SBB = 4πMD−2
D Ωn−2r

n−2
BS LD−n

(5.3.2)

となる。添え字の BHは Schwarzschildブラックホール、BBはブラックブレーンを表す。
rBH, rBSはホライズン半径、Lはコンパクト化のスケール、ΩN は単位N 次元球面積で、

ΩN ≡ 2π(N+1)/2

Γ((N + 1)/2)
(5.3.3)

である。Hawking温度は

TBH =
D − 3
4πrBH

TBB =
n− 3
4πrBB

(5.3.4)

である。エントロピー S と Hawking温度 T が分かれば、第一法則 dM = TdS を積分する

ことにより質量が得られる。

MBH = (D − 2)MD−2
D ΩD−2r

D−3
BH ,

MBB = (n− 2)MD−2
D Ωn−2r

n−3
BB LD−n .

(5.3.5)

ブラックブレーンが熱力学的に不安定である条件は

SBH(M) > SBB(M) (5.3.6)

である。ただし、質量は等しくしておかねばならない。式 (5.3.6)を書き直すと、

ΩD−2r
D−2
BH > Ωn−2r

n−2
BS LD−n (5.3.7)

となり、質量が等しいという条件は、

(D − 2)ΩD−2r
D−3
BH = (n− 2)Ωn−2r

n−3
BB LD−n (5.3.8)

である。この 2式から rBHを消去すれば、不安定条件

L >

(
D − 2
n− 2

) D−2
D−n

(
ΩD−2

Ωn−2

) 1
D−n

rBB (5.3.9)

が得られる。この式から大雑把に言って、コンパクト化のスケールがホライズン半径より大

きいブラックブレーンは不安定である、ということができる。波数 k = 2π/Lで書けば、

krBB < 2π

(
n− 2
D − 2

) D−2
D−n

(
Ωn−2

ΩD−2

) 1
D−n

(5.3.10)

が得られる。
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5.3.2 Gregory-La�amme instability
次はブラックブレーン解が不安定であることを摂動論的に示そう。この不安定性は [39, 41,

42]などですでに示されていることだが、ここではそれをオリジナルのdimensional reduction
の方法で示すことにする。ここから、c = ~ = MD = 1の単位系を用いる。Einstein-Hilbert
作用 (5.2.1)において、(n− 2)次元の球対称性を仮定しよう。つまり、計量を

ds2 = g
(D−n+2)
MN (xM )dxMdxN + e−2φ(xM )dΩ2

n−2 (5.3.11)

の形において、s-waveのみ注目することにする。このとき、作用の球面積分は実行できてし
まって、

S =Ωn−2

∫
dD−n+2x

√−g(D−n+2)e
−(n−2)φ

× [R(D−n+2) + (n− 2)(n− 3)(∇φ)2 + (n− 2)(n− 3)e2φ]
(5.3.12)

のように dilaton gravityに帰着する。ここで、R(D−n+2)は、g
(D−n+2)
MN で作ったリッチスカ

ラーで、ΩN は式 (5.3.3)と同様で単位N 次元球面積である。さらに、(D − n)次元の余剰
次元の内、(D − n− 1)次元方向の並進対称性を仮定してしまおう。つまり、計量を

g
(D−n+2)
MN (xM )dxMdxN = g(3)

µν (xµ)dxµdxν +
D−n−1∑

i=1

dyidyi (5.3.13)

とおいて、(D − n− 1)余剰次元方向は zero modeのみを考えることにする。コンパクト化
のスケールを Lとおくと、作用 (5.3.12)は、

S = Ωn−2L
D−n−1

∫
d3x

√−g(3)e
−(n−2)φ[R(3) + (n− 2)(n− 3)(∇φ)2 + (n− 2)(n− 3)e2φ]

(5.3.14)
となる。ここで、R(3)は g

(3)
µν で作ったリッチスカラーである。ここからは、次元を表す添え

字 (3)は省略する。この作用から導かれる運動方程式は、

R− (n− 2)(n− 3)(∇φ)2 + 2(n− 3)∇2φ + (n− 4)(n− 3)e2φ = 0 , (5.3.15)

Gµν + (n− 2)∇µ∇νφ− (n− 2)∇µφ∇νφ

+(n− 2)gµν{−∇2φ +
n− 1

2
(∇φ)2 − n− 3

2
e2φ} = 0

(5.3.16)

である。当然、高次元のブラックブレーン解に相当する

ds2 = −V dt2 + V −1dr2 + dy2

e−2φ = r2

[V ≡ 1−
(rH

r

)n−3
]

(5.3.17)

は、この運動方程式の解である。この 3次元に落とした理論で、摂動論を行うことによって
ブラックブレーン解の不安定性を示す。

gµν → gµν + hµν

φ → φ + δφ
(5.3.18)
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のように back ground解 (5.3.17)を perturbさせると式 (5.3.16)は、

δGµν − (n− 2)δΓρ
µν∇ρφ + (n− 2)hµν{−∇2φ +

n− 1
2

(∇φ)2 − n− 3
2

e2φ}

+(n− 2)gµν{hρσ∇ρ∇σφ + gρσδΓα
ρσ∇αφ− n− 1

2
hρσ∇ρφ∇σφ}

+(n− 2)∇µ∇νδφ− 2(n− 2)∇(µφ∇ν)δφ

+(n− 2)gµν{−∇2δφ + (n− 1)gρσ∇ρφ∇σδφ− (n− 3)e2φδφ} = 0

(5.3.19)

となる。ここで、

δGµν =
1
2
[∇ρ∇µhνρ +∇ρ∇νhµρ −¤hµν −∇µ∇νh−Rhµν

− gµν(∇ρ∇σhρσ −¤h−Rρσhρσ)]

δΓρ
µν =

1
2
gρσ(∇µhνσ +∇νhσµ −∇σhµν)

(5.3.20)

である。ここで摂動量の hµν と δφの形を、

hµν(t, r, y) = h(r)eΩt+iky

δφ(t, r, y) = δφ(r)eΩt+iky
(5.3.21)

と仮定しよう。ここで、不安定性を見つけるために解の形を∝ eiΩtのように仮定せず、∝ eΩt

のように仮定した。もし、Ω > 0のような解を見つけることができたら、それは不安定性
の存在を意味する。作用 (5.3.14)は、ゲージ対称性があるため不安定性の解析には、ゲージ
モードを完全に取り除く必要がある。hµν と δφのゲージ変換は、

h̄µν − hµν = −∇µξν −∇νξµ

δ̄φ− δφ = −ξµ∂µφ
(5.3.22)

である。成分ごとに書くと、

h̄tt − htt = −2Ωξt + V ′V ξr

h̄tr − htr = −ξ′t +
V ′

V
ξt − Ωξr

h̄ty − hty = −ikξt − Ωξy

h̄rr − hrr = −2ξ′r −
V ′

V
ξr

h̄ry − hry = −ikξr − ξ′y
h̄yy − hyy = −2ikξy

δ̄φ− δφ =
1
r
V ξr

(5.3.23)

となる。ここで ′ ≡ d/drである。ξµは式 (5.3.21)の表式を仮定した。ここで、ゲージ条件

δ̄φ = 0, h̄ty = 0, h̄yy = 0 (5.3.24)

を課そう。このとき、式 (5.3.23)から分かるように、ξt, ξr, ξyが代数的に決まる。つまりこ

のゲージ条件はゲージを完全に固定していることが分かる。このゲージ条件下で式 (5.3.19)
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を書き下すと次のようになる。

tt成分

(n− 2){−(n− 3) + (n− 3)V + rV ′}htt

+{(n− 2)(n− 3)V + 2(n− 2)rV ′ + k2r2}V 2hrr + (n− 2)rV 3h′rr

+ikrV 2{rV ′ + 2(n− 2)}hry + 2ikr2V 2h′ry = 0

(5.3.25)

tr成分

(n− 2){rV ′ + (n− 3)V − (n− 3)}htr

+(n− 2)ΩrV hrr + iΩkr2hry = 0
(5.3.26)

ty成分

− ik{rV ′ + (n− 2)V }htr − ikrV h′tr
+ iΩkrV hrr − (n− 2)ΩV hry − ΩrV h′ry = 0

(5.3.27)

rr成分

{k2r2 + (n− 2)rV ′}htt − (n− 2)rV h′tt + 2(n− 2)ΩrV htr

−(n− 2)(n− 3)V 2hrr − ikrV {rV ′ + 2(n− 2)V }hry = 0
(5.3.28)

ry成分

ikr2V ′htt − 2ikr2V h′tt + 2iΩkr2V htr − ikrV 2{2(n− 2)V + rV ′}hrr

−2V {(n− 2)(n− 3)V 2 − (n− 2)(n− 3)V + 2(n− 2)rV ′V + Ω2r2 + r2V ′′}hry = 0
(5.3.29)

yy成分

{−2(n− 2)rV ′V − 2r2V ′′V + r2V ′2}htt + {2(n− 2)rV − r2V ′}h′tt + 2r2V 2h′′tt
−2ΩrV {2(n− 2)V + rV ′}htr − 4Ωr2V 2h′tr
+{2(n− 2)(n− 3)V 2 + 6(n− 2)rV ′V + r2V ′2 + 2r2V ′′V + 2Ω2r2}V 2hrr

+{2(n− 2)rV + r2V ′}V 3h′rr = 0

(5.3.30)

tr, ty, rr, ry成分の式を見ると、この 4式から htr, hrr, hryを消去できることが分かる。つ

まり、httに関する下のマスター方程式が得られる。

P(r̄)
d2

dr̄2
htt +Q(r̄)

d

dr̄
htt +R(r̄)htt = 0 . (5.3.31)

ここで、

P(r̄) ≡ − 2(n− 2)(k̄2 + Ω̄2)r̄3n−9 + {(5n− 9)k̄2 + 4(n− 2)Ω̄2}r̄2n−6

− 2{(2n− 3)k̄2 + (n− 2)Ω̄2}r̄n−3 + (n− 1)k̄2 ,

Q(r̄) ≡ 1
r̄
[−2(n− 2)2(k̄2 + Ω̄2)r̄3n−9 + (n− 1){(5n− 12)k̄2 + 2(n− 2)Ω̄2}r̄2n−6

− {(5n2 − 16n + 9)k̄2 + 2(n− 2)Ω̄2}r̄n−3 + (n− 1)(2n− 5)k̄2] ,

R(r̄) ≡ 2(n− 2)(k̄2 + Ω̄2)2r̄3n−9 − (3n− 5)k̄2(k̄2 + Ω̄2)r̄2n−6 + (n− 1)k̄4r̄n−3

− (n− 1)(n− 3)2k̄2r̄n−5 +
(n− 1)(n− 3)2k̄2

r̄2
,

(5.3.32)
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であり、r̄ ≡ r/rH , k̄ ≡ krH , Ω̄ ≡ ΩrH である。htr, hrr, hry は httが決まれば自動的に決

まる。

マスター方程式 (5.3.31)を解いて、ブラックブレーン解の不安定性を示そう。解析的に解
くことは不可能なので、数値的に解くことにする。まず、解の漸近形だけ求めておく。マス

ター方程式 (5.3.31)は、
r̄ À 1の時、

d2htt

dr̄2
+

n− 2
r̄

dhtt

dr̄
− (k̄2 + Ω̄2)htt = 0, (5.3.33)

r̄ ∼ 1の時、
d2htt

dr̄2
+

1
r̄ − 1

dhtt

dr̄
− Ω̄2

(n− 3)2(r − 1)2
htt = 0 (5.3.34)

となる。その解は、

htt ∼




A∞e−
√

k̄2+Ω̄2 r + B∞e
√

k̄2+Ω̄2 r (r̄ À 1)

AH (r − 1)
Ω

n−3 + BH (r − 1)−
Ω

n−3 (r̄ ∼ 1)
(5.3.35)

である。無限遠方とホライズン上で、解が regularであることを要請しよう。つまり、B∞ =
BH = 0を境界条件とする。これで、準備が終わり数値計算を始めることができる。Runge-
Kutta algorithmを使い r̄1 = 100.0から r̄2 = 1.0001まで解いた。無限遠ではhtt ∝ e−

√
k̄2+Ω̄2 r

であるべきなので、初期条件は htt(r̄1) = 1.0, dhtt(r̄1)/dr̄ = −
√

k̄2 + Ω̄2とおいた。この条

件下で、k̄を止めて Ω̄をふらしながらマスター方程式 (5.3.31)を解いていく。ホライズン近
傍 r = r̄2ではBH の値をチェックし、BH の符号が変わるときの Ω̄の値を探した。この操作
を様々な k̄で行うことによって、分散関係 (図 5.2) が得られた。これによって不安定性が示
されたことになる。さらに Ω = 0になるとき、つまり不安定と安定の境目の k = kcritを表

5.1に記した。これらの結果は、[39, 41, 42]などの結果と一致している。さらに、表 5.1に
5.3.1節でエントロピーの議論から求めた kcrit(式 (5.3.10)でD − n = 1とおいたもの)も書
いておいた。この結果も悪くない値を与えていることが分かる。
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図 5.2: n = 4, 5, 6, 7, 8, 9における分散関係

n 4 5 6 7 8 9
kcritrH(摂動論)　　　 0.875 1.267 1.577 1.842 2.077 2.290
kcritrH(エントロピー) 1.185 1.491 1.748 1.973 2.175 2.361

表 5.1: n = 4, 5, 6, 7, 8, 9における kcrit。摂動論で求めた結果とエントロピーの比較で求め

た結果が記してある。
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第6章 Kaluza-Kleinブラックホールの蒸発
過程

この章では、この修士論文のメインテーマであるKaluza-Kleinブラックホールの蒸発過程
について調べる。

第 3章や第 4章においては、空間がコンパクト化されていない場合のブラックホールの蒸
発を考えてきた。一方、前章でコンパクト化された空間においてはそのコンパクト化された

空間に巻きついたブラックホールが存在することが分かった。このKaluza-Kleinブラック
ホールの蒸発はコンパクト化されていない空間におけるブラックホールの蒸発と大きく異な

る可能性がある。その理由の一つは、前章で示したKaluza-Kleinブラックホール特有の不
安定性である。この不安定により蒸発の段階で時空構造が大きく変化する可能性がある。二

つ目の理由は、内部空間の存在である。Hawking輻射により内部空間のダイナミクスが引
き起こされ、蒸発過程を大きく変える可能性がある。ここでは、特に内部空間のダイナミク

スを考慮に入れてKaluza-Klein ブラックホールの蒸発過程を調べていく。その結果、これ
まで考えられてきたものと全く異なったKaluza-Kleinブラックホールの蒸発過程を与える
ことができる。

6.1 ナイーブな蒸発過程

ブラックホールは Hawking輻射により蒸発することが分かり、さらにホライズン半径が
コンパクト化のスケールより小さいブラックストリング (ブレーン)は不安定であることが
分かった。これらの事実により、ブラックストリングの蒸発過程はナイーブには図 6.1のよ
うになると考えられる。最初、ホライズン半径 rH がコンパクト化のスケール Lよりも大き

く安定だったブラックストリングは、Hawking輻射によって痩せて行き、そのうち rH < L

となる。その結果、ブラックストリングは不安定化してより好ましい状態 (前章のエントロ
ピーの議論では球対称ブラックホール)へ変化する。しかし、この議論は不十分である。な
ぜなら、Hawking輻射の反作用を準静的にしか取り入れていない。特に、コンパクト化のス
ケールの変化は全く考えられていない。なぜ、コンパクト化のスケールが変化すると考えら

れるのだろうか。それは、ブラックストリングから放出された Hawking輻射はエネルギー
を持っているからである。そのエネルギーに引っ張られて、余剰次元方向の長さが縮んでい

くのである (図 6.2)。これは、宇宙収縮とのアナロジーである。宇宙論においても通常の物
質は空間を縮める効果を持つ。この章では、この描像を実際に Hawking輻射の反作用を考
慮に入れた計算で確かめることにする。
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図 6.1: ナイーブに考えられたブラックストリングの蒸発仮定。安定なブラックストリング
がHawking輻射により痩せていき不安定化する。

図 6.2: 内部空間が縮む理由。Hawking輻射のエネルギーに空間が引っ張られることにより
内部空間が縮む。
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6.2 高次元Einstein-Hilbert作用のdimensional reduction
D次元の Einstein-Hilbert作用

Sg = MD−2
D

∫
dDx

√−gR (6.2.1)

を考える。ここから簡単のため話をブラックストリング解の蒸発過程に限ろう。つまり余剰

次元を 1次元とする。Schwarzchild部分の次元を n次元とすると、全次元はD = n + 1で
ある。上の Einstein-Hilbert作用において球対称性を課して

ds2 = g(3)
µν (xµ)dxµdxν + l2e−

4
n−2

φ(xµ)dΩ2
n−2 (6.2.2)

とおくと、

Sg = Ωn−2MD(MDl)n−2

∫
d3x

√−ge−2φ[R+4
n− 3
n− 2

(∇φ)2+
(n− 2)(n− 3)

l2
e

4
n−2

φ] (6.2.3)

となる。lは次元を合わせるために入れたパラメータである。当然この作用から導かれる運

動方程式の解として、式 (5.2.3)に対応する、

ds2 = −V dt2 + V −1dr2 + dy2

l2e−
4

n−2
φ = r2

[
V ≡ 1−

(rH

r

)n−3
] (6.2.4)

が存在する。この章では、Hawking輻射による蒸発を考えるので、D次元時空中の物質場

Sm =
∫

dDx
√−g [−1

2
(∇f)2] (6.2.5)

も考える必要がある。この物質場も dimensional reductionすると、

Sm =
∫

d3x
√−g(3) e−2φ[−1

2
(∇f)2] (6.2.6)

となる。ここで、f は canonicalに規格化した。まとめるとD次元から 3次元へ dimensional
reductionした作用は、

S = Ωn−2MD(MDl)n−2

∫
d3x

√−ge−2φ[R + 4
n− 3
n− 2

(∇φ)2 +
(n− 2)(n− 3)

l2
e

4
n−2

φ]

+
∫

d3x
√−g e−2φ[−1

2
(∇f)2]

(6.2.7)

となる。この作用を用いれば、ブラックストリングの蒸発過程を 3次元 dilaton gravityの
contextで調べることができる。
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6.3 3次元dilaton gravityの観点
前節では、高次元の作用に対称性を課して 3次元 dilaton gravityの作用を得ることができ
た。次は、3次元時空における最も一般的な dilaton gravityの作用

Sg = M3

∫
d3x

√−g eF (φ)[R + 2a(∇φ)2 + U(φ)] (6.3.1)

から出発する。この作用から導かれる運動方程式の解として、

ds2 = g
(2)
ab (xa)dxadxb + dy2 (6.3.2)

の形が許される条件を求めておく。g
(2)
ab がブラックホール解であれば、式 (6.3.2)は真っ直ぐ

伸びたブラックストリング解を表す。この条件を高次元の作用を dimensional reductionし
て得られた作用 (6.2.3)が満たすのは明らかであるが、より広い条件を探しておこう。作用
(6.3.1)から運動方程式を求めてみると、φの変分から、

F ′(φ)[R− 2a(∇φ)2 + U(φ)]− 4a∇2φ + U ′(φ) = 0, (6.3.3)

gµν の変分から、

Gµν − F ′(φ)∇µ∇νφ + (2a− F ′(φ)− F ′(φ)2)∇µφ∇νφ

+gµν{F ′(φ)∇2φ + (F ′′(φ) + F ′(φ)2 − a)(∇φ)2 − 1
2
U(φ)} = 0

(6.3.4)

が得られる。式 (6.3.4)の (y, y)成分は、

−1
2
R + F ′∇2φ + (F ′′ + F ′2 − a)(∇φ)2 − 1

2
U = 0 (6.3.5)

となる。式 (6.3.3)と式 (6.3.5)から、Rを消去すると、

(2F ′2 − 4a)∇2φ + F ′(2F ′′ + 2F ′2 − 4a)(∇φ)2 + U ′ = 0 (6.3.6)

が得られる。一方、式 (6.3.4)の (a, b)成分 (a, b 6= y)のトレースより、

F ′∇2φ + (F ′′ + F ′2)(∇φ)2 − U = 0 (6.3.7)

が得られる。式 (6.3.6)と式 (6.3.7)は、同じ背景時空中の φだけの運動方程式と見ることが

できる。この 2式が違う方程式であると解が存在しないことになる。式 (6.3.6)と式 (6.3.7)
が矛盾しないためには、まず

2F ′2 − 4a

F ′ =
F ′(2F ′′ + 2F ′2 − 4a)

(F ′′ + F ′2)

⇔ aF ′′(φ) = 0

⇔ F ′′(φ) = 0 or a = 0

(6.3.8)

が成り立つ必要がある。また、
2F ′2 − 4a

F ′ =
U ′

−U
(6.3.9)
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も満たさなければならない。まず F ′′ = 0のときを考える。このとき、

F (φ) = bφ + c (6.3.10)

なので、式 (6.3.9)より、
U(φ) ∝ exp(−2b2 − 4a

b
φ) (6.3.11)

となる。bφ + c → −2φ, 4a/b2 → aと再定義してやると、作用 (6.3.1)は

Sg = M3

∫
d3x

√−g e−2φ[R + 2a(∇φ)2 + λ2e2(2−a)φ] (6.3.12)

となる。ここで、λは質量の次元を持つパラメータである。次に、a = 0 の場合を考えよう。
このとき、式 (6.3.9)より、

U(φ) ∝ e−2F (φ) (6.3.13)
となる、F (φ) → −2φと再定義すると、作用 (6.3.1)は、

Sg = M3

∫
d3x

√−g e−2φ[R + λ2e4φ] (6.3.14)

である。これは、式 (6.3.12)で、a = 0とすれば得られるので、結局、式 (6.3.2)が解として
存在するような 3次元 dilaton gravityは、

Sg = M3

∫
d3x

√−g e−2φ[R + 2a(∇φ)2 + λ2e2(2−a)φ] (6.3.15)

である。

今求めた作用 (6.3.15)をもう少し調べてみよう。a = 2と取ると、この作用はCGHSモデ
ル (4.2.1)になることが分かる。つまり、CGHS モデルで求めた 2次元ブラックホールはも
う 1次元増やして伸ばすことが可能である。また、この作用 (6.3.15)において、

M3 = Ωn−2MD(MDl)n−2

a = 2
n− 3
n− 2

λ2 =
(n− 2)(n− 3)

l2

(6.3.16)

とおくと、

Sg = Ωn−2MD(MDl)n−2

∫
d3x

√−ge−2φ[R + 4
n− 3
n− 2

(∇φ)2 +
(n− 2)(n− 3)

l2
e

4
n−2

φ]

(6.3.17)
が得られる。これは、高次元の作用を dimensional reductionして作られた作用 (6.2.3) に他
ならない。つまり、作用 (6.3.15)は作用 (6.2.3)において、n = 4, 5, 6, · · · であったものを
n ∈ Rに拡張したものである、ということができる。

作用 (6.3.15)におけるブラックストリング解を求めておくと次のようになる。
a 6= 0, 2のとき

e−(2−a)φ =
λ(2− a)√

2a
r

ds2 = −V dt2 + V −1dr2 + dy2

[
V ≡ 1−

(rH

r

) a
2−a

]
.

(6.3.18)
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a = 2のとき

φ = −λ

2
r

ds2 = −(1− Ce−λr)dt2 + (1− Ce−λr)−1dr2 + dy2
(6.3.19)

a = 0のとき

e−2φ = λr

ds2 = − ln
(

r

rH

)
dt2 +

(
ln

(
r

rH

))−1

dr2 + dy2
(6.3.20)

a = 2のときの解は、CGHSモデルを伸ばした解である。この解は、[43, 44, 45, 46]などで
調べられており、コンパクト化のスケールに依らず安定であることが知られている。また、

[46]では代数的なアプローチでエントロピーが計算されており、2.3節の horizon constraint
の方法と関連している。このように、このブラックストリング解の熱力学的性質を調べるこ

とは興味深いが、不安定にはならないため、今の目的であるブラックストリングの蒸発を調

べるためには良いモデルとは言えない。

一方、a = 0のときの解は、我々が発見した新しい解である。a = 0のときは、式 (6.3.16)
を見ると n = 3に対応していることが分かる。このときは、式 (6.3.16)では λ = 0となっ
ている。それにも係わらず、λを有限として求められたのが式 (6.3.20)である。この解は、
かなり特殊であるが、高次元のブラックストリング同様ホライズンの半径がコンパクト化の

スケールより小さい場合不安定である。よって、このブラックストリングは蒸発過程を調べ

るための良いモデルである。このブラックストリングの蒸発過程は付録 Dで詳しく調べて
いる。

6.4 ブラックストリングの蒸発

ここから、ブラックストリングの蒸発過程を考えて行く。作用 (6.3.15)は作用 (6.2.3)を
完全に含んでいるので、この節では作用 (6.3.15)を用いて蒸発過程を調べることにする。ブ
ラックホール蒸発における内部空間のダイナミクスを考えるのが我々の目標である。そのた

めに、計量を

ds2 = g
(2)
ab dxadxb + e−2χdy2 (6.4.1)

とおく。χはコンパクト化のスケールを記述する場で radiaonと呼ばれる。この radionの振
舞いを調べれば、内部空間のダイナミクスを知ることができる。ここから簡単のため rH À L

の状況を考えることにして、2 次元計量 g
(2)
ab や radion χの y依存性は無視する。このとき、

作用 (6.3.15)の y積分は実行できてしまって、

Sg = M3L

∫
d2x

√−g(2)e
−2φ−χ[R(2) + 2a(∇φ)2 + 4∇φ · ∇χ + U(φ)] ,

[U(φ) ≡ λ2e2(2−a)φ]
(6.4.2)

が得られる。ここで、g
(2)
ab から作られるリッチスカラーR(2)を用いて、

R = R(2) + 2∇2χ− 2(∇χ)2 (6.4.3)
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と書けることを使った。高次元ブラックストリングの蒸発過程が 2次元重力で記述できるこ
とが分かる。物質場も radionを考慮しつつ 1次元落とすと、

Sm =
∫

d2x
√−g(2) e−2φ−χ[−1

2
(∇f)2] (6.4.4)

となる。作用にかかるはずのLは、f に吸収させた。Hawking輻射を考えるので、この物質
場は量子的に扱いたい。この e�ective actionをとりあえず形式的に、

W [g(2), φ, χ] ≡ −i ln
(∫

Df eiSm[g(2),φ,χ,f ]

)
(6.4.5)

と書いておくことにする。ここから、次元を表す添え字 (2)は省略する。運動方程式は、gab

の変分より、

M3Le−2φ−χ[2∇a∇bφ +∇a∇bχ− 2(2− a)∇aφ∇bφ−∇aχ∇bχ

+gab{−2∇2φ−∇2χ + (4− a)(∇φ)2 + 2∇φ · ∇χ + (∇χ)2 − 1
2
U(φ)}] =

1
2
Tab,

(6.4.6)

φの変分より、

− 2M3Le−2φ−χ[R + 2a∇2φ + 2∇2χ− 2a(∇φ)2

− 2a∇φ · ∇χ− 2(∇χ)2 + (a− 1)U(φ)] = −X,
(6.4.7)

χの変分より、

−M3Le−2φ−χ[R + 4∇2φ− 2(4− a)(∇φ)2 + U(φ)] = −Y (6.4.8)

が得られる。ここで、

Tab ≡ −2√−g

δW

δgab

X ≡ 1√−g

δW

δφ

Y ≡ 1√−g

δW

δχ

(6.4.9)

と定義した。式 (6.4.6)のトレースより、

−2∇2φ−∇2χ + 4(∇φ)2 + 4∇φ · ∇χ + (∇χ)2 − U(φ) =
1

2M3L
e2φ+χT a

a (6.4.10)

が得られる。さらに、式 (6.4.7)と式 (6.4.8)からRを消去すると、

− 2(2− a)∇2φ + 2∇2χ + 4(2− a)(∇φ)2 − 2a∇φ · ∇χ− 2(∇χ)2 − (2− a)U(φ)

=
1

2M3L
e2φ+χ(X − 2Y ) (6.4.11)

が得られる。式 (6.4.10)と式 (6.4.11)から∇2φを消去すると、

(∇χ)2 −∇2χ + 2∇φ · ∇χ =
1

2(4− a)M3L
e2φ+χ((2− a)T a

a −X + 2Y ) (6.4.12)
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となる。物質場の古典作用 (6.4.4)には、φと χ は 2φ + χの組み合わせで入っている。よっ

て、e�ective action W にも、φと χは 2φ + χの組み合わせで入っていると考えるのが自然

である。実際は local counter termの入れ方によっては、φと χに別個に依存した e�ective
actionを考えることもできるが、そのようなケースは考えないことにする。このとき、

X =
1√−g

δW [g, 2φ + χ]
δφ

= 2
1√−g

δW [g, 2φ + χ]
δχ

= 2Y (6.4.13)

となるので、X − 2Y = 0である。よって、式 (6.4.12)は

(∇χ)2 −∇2χ + 2∇φ · ∇χ =
2− a

2(4− a)M3L
e2φ+χT a

a (6.4.14)

となる。ここまでは、full non-linearの取り扱いであった。これらの式をこのまま解くこと
は難しいので、Hawking輻射の反作用を摂動的に取り入れることにする。つまり、Tab, X,
Y をソースとして、背景場を perturbさせる。このとき、back groundは χ = 0であること
に注意して、式 (6.4.14)を perturbさせると、

−¤δχ + 2∇φ · ∇δχ =
2− a

2(4− a)M3L
e2φT a

a (6.4.15)

が得られる。これは、δχだけのマスター方程式である。ここまで、ゲージ固定はしていない

が、δχはゲージ不変な量 (∵ back groundが χ = 0)なので、式 (6.4.15)にゲージモードが混
入することはない。マスター方程式 (6.4.15)の右辺は、物質場の e�ective actionから作られ
るエネルギー運動量テンソルのトレースである。物質場の古典作用 (6.4.4)はWeyl不変なの
で、古典的にはエネルギー運動量テンソルのトレースはゼロである。しかし、そのWeyl不
変性は量子化に伴い破れてしまう。Weyl対称性の量子的破れのことをトレースアノマリー
といい、このアノマリーによりゼロでないトレースが与えられる。このことから、radionの
ダイナミクスはトレースアノマリーによって induceされていると言うことも出来る。この
トレースアノマリーは付録 Cで計算されていて、

〈T a
a 〉 =

1
24π

[R− (∇f(φ))2] (6.4.16)

となる。ここで、f(φ)は φの任意関数で量子化の際の不定性から来る。f(φ)として何をと
るべきだろうか。平坦な時空上 (rH = 0)では、Hawking輻射は存在しないであろうから
〈Tµν〉 = 0である。よって、rH = 0のとき、トレースアノマリーは 0になるべきである。そ
のためには、f = 0ととれば良いことが分かる。

a = 2の CGHSブラックストリングについては、マスター方程式 (6.4.15)の右辺はゼロ
である。つまり、CGHSブラックストリングは古典的にも量子的にも安定である。このよう
に CGHSブラックストリングは他のブラックストリングと異なる特性を持っていることが
分かる。

式 (6.4.15)は大雑把に言って波動方程式の右辺に �外力�が入っている形になっている。こ
のように、弦に外力が働く状況で弦の振動を解く問題であると解釈するのは、直観的理解の

ために重要である。次節で、実際に radion の振舞いを見ていく。
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6.5 radionの振舞い
a = 2のときは、内部空間は動かない。また、a = 0の蒸発過程は、付録Dで調べている

ので、これからは、0 < a < 2の場合を考える。高次元ブラックストリングの描像に戻って、
式 (6.3.16)の対応を使うと、マスター方程式 (6.4.15)は、

−¤δχ + 2∇φ · ∇δχ =
1

2(n− 1)Ωn−2M
n−1
D L

T a
a

(le−
2

n−2
φ)n−2

(6.5.1)

と書くことができる。このマスター方程式を (t, r)座標で書き下すと、

δχ,tt − V 2δχ,rr + (2V φ,r − V,r)V δχ,r = F (r) (6.5.2)

となる。ここで、

V ≡ 1−
(rH

r

)n−3
(6.5.3)

である。また、F (r)は radionに働く �外力�で

F (r) ≡ 1
2(n− 1)Ωn−2M

n−1
D L

V T a
a

(le−
2

n−2
φ)n−2

(6.5.4)

である。方程式 (6.5.2) を解くために δχの初期条件が必要になるがそれを δχ(t = 0, r) =
δχ,t(t = 0, r) = 0とする。まず、δχの動き始めだけを考えてみよう。動き始めでは、δχ =
δχ,t = 0としてよいので、

δχ,tt = F (r)

⇒ δχ =
1
2
F (r)t2

(6.5.5)

が得られる。F (r)の具体的な表式を計算する。式 (6.2.4)より、

le−
2

n−2
φ = r (6.5.6)

であり、また、トレースアノマリーの表式 (6.4.16)で f = 0としたものを用いると、

T a
a =

R

24π
= −V,rr

24π
=

(n− 2)(n− 3)
24π

1− V

r2
(6.5.7)

となるので、

F (r) =
(n− 2)(n− 3)

48π(n− 1)Ωn−2M
n−1
D L

V (1− V )
rn

(6.5.8)

となる。よって、F (r)の関数形は図 6.3のようになることが分かる。
これにより、radionの動き始めの振舞いを絵にすると図 6.4 のようになる。
ここで、radionの動き始めの振舞いの式 (6.5.5)が使える条件を求めておく。式 (6.5.5)が
使えるのは、δχ,tt À δχ,rrのときまでである。δχ ∼ F (r)t2を代入すると、t ¿

√
F/F ′′ と

なる。F (r)の変化のスケールは∼ rH であるから、t ¿ rH のとき、式 (6.5.5)は使えること
が分かる。また、F (r) ∼ 1/(Mn−1

D Lrn
H) であるので、δχの大きさを見積もると

δχ ∼ t2

Mn−1
D Lrn

H

(t ¿ rH) (6.5.9)
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図 6.3: F (r)の関数形

であることが分かる。

図 6.4の radionの振舞いを見ると、non-linearの radionダイナミクスに対する予想を立
てることができる。内部空間が縮む理由は、Hawking 輻射のエネルギーにより内部空間が
引っ張られるからであると考えられる。これは宇宙収縮とのアナロジーである。収縮してい

く宇宙に関しては、そのうち空間が潰れて、singularityになってしまう。同様に、ブラック
ストリング時空の内部空間に関しても、Hawking輻射により内部空間が潰れてしまうのでは
ないか、と類推することができる。しかも、図 6.4の radionの振舞いでは、内部空間の縮み
方は非一様である。このことから、内部空間は Hawking輻射によってピンチするのではな
いか、と我々は予想している (図 6.5)。内部空間がちぎれるので、ブラックホールは我々の
時空から切り離される。一方、我々の時空には穴が開く。ちぎれた点は古典的には特異点で

あるが、量子重力効果によりうまくならされて正則化されていると考えられる。このブラッ

クストリングの蒸発の描像は、今まで考えられてきたものと全く異なったものである。

6.6 弦モデル

前節で radionの動き始めの振舞いを調べた。さらに時間が経過したときの radion の振舞
いを調べるためには式 (6.4.15)をまともに解かなくてはならない。それは難しいので、方程
式を簡単化して定性的な振舞いを見てみる。radionのマスター方程式 (6.4.15)を、

r∗ =
∫

dr

V
(6.6.1)

を用いて書き下すと、

δχ,tt − δχ,∗∗ + 2φ,∗δχ,∗ = F (r) (6.6.2)
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図 6.4: 内部空間の動き始め。ホライズンの少し外側で内部空間がくびれていく。

図 6.5: 内部空間のピンチ。ブラックストリングを含む空間が切り離される。
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となる。ここで ,∗ ≡ ∂/∂r∗である。この式で、2φ,∗δχ,∗があると解きにくいので、このター
ムは無視する。この正当性は後でチェックする。r∗と rの関係の漸近形は、

r∗ ∼




r (r →∞)
1

n−3rH ln
(

r−rH
rH

)
(r ∼ rH)

(6.6.3)

となる。逆に解けば、 



r ∼ r∗ (r∗ →∞)
r−rH

rH
∼ e(n−3)r∗/rH (r∗ → −∞)

(6.6.4)

である。よって、F (r)の漸近形を r∗座標で書くと、

F (r∗) ∼ (n− 2)(n− 3)
48π(n− 1)Ωn−2M

n−1
D L

1
rn

(rH

r

)n−3
(r∗ →∞) (6.6.5)

F (r∗) ∼ (n− 2)(n− 3)2

48π(n− 1)Ωn−2M
n−1
D Lrn

H

e(n−3)r∗/rH (r∗ → −∞) (6.6.6)

となる。ゆえに、F (r)の r∗座標での関数形は図 6.6のようになる。

図 6.6: F (r)の関数形 (r∗座標)

F (r∗)の広がりは∼ rH程度である。また、F (r)の高さは式 (6.5.8)よりF (r) ∼ 1/(Mn−1
D Lrn

H)
と見積もれる。よって、この F (r∗)をGaussianで近似すると、

F (r∗) ∼ 1
Mn−1

D Lrn
H

e−(r∗/rH)2 (6.6.7)

となる。この偏微分方程式ならば解くことができて、

δχ ∼ 1
Mn−1

D Lrn−1
H

[
f(r∗ + t) + f(r∗ − t)

2
− f(r∗)

]
(6.6.8)

となる。ここで f(r∗)はGaussianの二回積分で、

f(r∗) ≡
∫ r∗

−∞
dy

∫ y

−∞
dx

1
rH

e
− x2

r2
H (6.6.9)
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である。f(r)の関数形は図 6.7のようになる。よって、時刻 tにおける δχの関数形は図 6.8
のようになる。

図 6.7: f(r)の関数形 図 6.8: radionの変化

外力により、�弦�がせり上がって来ているのが分かる。δχの関数形の丸みが無視できると

き、つまり t À rH のとき、δχの大きさは、

δχ ∼ t

Mn−1
D Lrn−1

H

(t À rH) (6.6.10)

と見積もることができる。

次に、マスター方程式 (6.6.2)において 2φ,∗δχ,∗ のタームを無視したことの正当性を確か
めなければならない。まず、

φ,∗ = V φ,r ∼ V

r
∼





1/r∗ (r∗ →∞)
1

rH
e(n−3)r∗/rH (r∗ → −∞)

(6.6.11)

なので、φ,∗(r∗)も極大値をとり、広がり∼ rH をもつ関数である。極大値をとる点は、F (r)
と大体同じで r ∼ O(rH)である。一方、δχ,∗の関数形は式 (6.6.8)を代入すると得られる。
φ,∗, δχ,∗をグラフに描くと図 6.9のようになる。

図 6.9: φ,∗と δχ,∗

δχの頂点近傍では、φ,∗ ∼ 1/rH , δχ,∗∗ À δχ,∗/rH なので δχ,∗∗ À φ,∗δχ,∗ となり δχ,∗∗ が
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dominateする。頂点から rH 以上離れると δχ,∗は効いてくるが、φ,∗に supressされるため、
δχ,∗∗ ∼ φ,∗δχ,∗である。つまり、どの点においても 2φ,∗δχ,∗が dominateすることはないこ
とが分かる。これにより、2φ,∗δχ,∗を無視した取り扱いが正当化された。

6.7 ピンチするまでのタイムスケールの見積もり

もし、内部空間がピンチするとしたらどの程度のタイムスケールでピンチするのであろう

か。また、それはブラックストリングの寿命やGregory-La�amme instabilityが起きるまで
の時間とどちらが早いだろうか。それぞれのタイムスケールを見積もって比較してみること

にする。式 (6.5.9), (6.6.10)より、radionの大きさは、

δχ ∼




t2

Mn−1
D Lrn

H

(t ¿ rH)

t
Mn−1

D Lrn−1
H

(t À rH)
(6.7.1)

と見積もられる。この式からピンチするまでのタイムスケール τpinch を見積もってみる。

δχ ∼ 1でピンチするとすると、

τpinch ∼




√
Mn−1

D Lrn−2
H × rH (τpinch ¿ rH)

Mn−1
D Lrn−2

H × rH (τpinch À rH)

∼




√
Mn−1

D Lrn−2
H × rH (rH ¿ 1/(Mn−1

D L)
1

n−2 )

Mn−1
D Lrn−2

H × rH (rH À 1/(Mn−1
D L)

1
n−2 )

(6.7.2)

となる。ここで、(Mn−1
D L)

1
n−2 は、(D − 1)次元の e�ectiveな Planckエネルギーである。

よって、rH ¿ 1/(Mn−1
D L)

1
n−2 は、ホライズン半径が Planckスケールより小さい状況で

ある。このときは、量子重力効果が dominantになるので取り扱い不可能である。よって、
rH À 1/(Mn−1

D L)
1

n−2 の状況だけを考えることにする。MD−1 ≡ (Mn−1
D L)

1
n−2 とおけば、内

部空間がピンチするまでにかかる時間は、

τpinch ∼ Mn−1
D Lrn−1

H ∼ Mn−2
D−1r

n−1
H (6.7.3)

と見積もれる。これを他のタイムスケールと比較してみよう。まず、ブラックストリングの

寿命を計算してみる。1次元コンパクト化されているので、(D − 1)次元の有効理論で考え
れば良い。このときの Stephan-Boltzmannの法則は、

dM

dt
∼ −ATn (6.7.4)

となる。ここで、Aは (D − 1)次元の観点から見たホライズン面積でA ∼ rn−2
H である。ま

た、Hawking温度は T ∼ 1/rH、質量とホライズン半径の関係は、M ∼ Mn−2
D−1r

n−3
H なので、

drH

dt
∼ − 1

Mn−2
D−1r

n−2
H

(6.7.5)

が得られる。よって、ブラックストリングの寿命は、

τlifetime ∼ Mn−2
D−1r

n−1
H ∼ τpinch (6.7.6)
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となる。このことから、内部空間がピンチするタイムスケールはブラックホールの寿命と同

程度であることが分かった。では、Gregory-La�amme instabilityが起きるタイムスケール
はどの程度であろうか。5.3節の図 5.2から分かるように、不安定性が一度起きると∼ rH 程

度のタイムスケールで成長する。Gregory-La�amme instabilityはホライズン半径が∼ L程

度になったあとに起きるので、この不安定性が起きるまでの時間は

τGL ∼ Mn−1
D (rn

H − Ln) + L ∼ Mn−1
D rn

H ∼ τlifetime (6.7.7)

である。よって、

τpinch ∼ τGL ∼ τlifetime (6.7.8)

となり、すべてがほぼ同時に起こることになる。つまり、タイムスケールを見積もるだけで

は、どちらが先に起こるかは結論することはできない。しかし、内部空間のピンチは十分起

こりうることは分かった。

本当にピンチするかどうかは、実際に non-linearの方程式を解かなければ確かめられない
が、起こるとして行ったタイムスケールの議論もまだ問題が残っている。内部空間のダイナ

ミクスを調べる際に初期条件として、δχ(t = 0, r) = δχ,t(t = 0, r) = 0を用いた。我々は、
実際に重力崩壊を解いてないので、この初期条件は人為的に入れるしかなかった。しかし、

4.3節のRSTモデルで行ったように、実際に重力崩壊によって平坦な時空がブラックストリ
ング時空に変わるといった状況を解くことができれば、Hawking輻射の onsetが自動的に入
り、初期条件が自動的に決まる。このような状況で解いた解いた場合ピンチするまでのタイ

ムスケールは変わってくるかもしれない。

また、radionの振舞い (図 6.4)を見るとホライズン上では、内部空間は変化しない。これ
は、Schwarzschild時間ではホライズン上で時間が止まっているからであり、本当にホライ
ズン上でコンパクト化のスケールが変化しない訳ではない。実際に、Kruskal座標でに変換
してみると、ホライズン上で内部空間が一番初めに動く結果になる。これは、spacelikeに
つながれた事象の時間の前後というのは座標変換でいくらでも変えられるということを反映

している。しかし、我々が観測するのは Schwarzschild時間であるはずなので、少なくとも
観測的には内部空間はくびれる、と言って良いであろう。
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第7章 結論

この修士論文の目標は、内部空間のダイナミクスを考慮に入れてKaluza-Kleinブラックホー
ルの蒸発過程を明らかにすることであった。そのための準備として、まず、コンパクト化さ

れてない時空におけるブラックホールの蒸発過程のレビューを行った。そこで、静的なブ

ラックホールの性質としてブラックホールには熱力学的性質があり、さらに熱的な輻射を出

すことを述べた。また、そのHawking輻射の背景時空への反作用の取り扱い方を説明した。
レビューで用いた手法を応用して、Kaluza-Kleinブラックホールの蒸発過程の研究を行っ

た。Hawking輻射の背景時空への反作用は摂動的に取り入れることにして、内部空間のダイ
ナミクスを調べた。その結果、古典的には安定だった内部空間がHawking輻射により不安定
化することが確かめられた。また、内部空間は、Hawking輻射に引っ張られることにより、
小さくなる方向に変化することが分かった。この摂動論の結果により、我々は non-linearの
ダイナミクスとして、内部空間は Hawking輻射によりピンチするのではないか、と予想を
立てた。このKaluza-Kleinブラックホールの蒸発過程は今まで考えられてきたものと全く
異なったものである。この予想が正しいと仮定し、ピンチするまでのタイムスケールを見積

もった。その結果、このタイムスケールはブラックストリングの寿命やGregory-La�amme
instabilityが起きるまでのタイムスケールと同程度であることが分かった。つまり、内部空
間のピンチは十分起こる可能性があることが判明した。

まだ、不十分な点は、前章の最後に述べた初期条件の問題である。我々は、内部空間の初

期条件を人為的に決めた。他の初期条件を用いた場合ピンチするまでのタイムスケールは変

化するかもしれない。実際に確かめるためには、平坦な時空が重力崩壊してブラックストリ

ング時空になる状況を解いて、初期条件を自然に入れる必要がある。

この研究の拡張としてまず思いつくのは、他のKaluza-Kleinブラックホールにこの研究
を応用することである。この論文で議論したコンパクト化の方法は、最も簡単な S1コンパ

クト化であった。他のより現実的なコンパクト化をした場合にも同じ内部空間の振舞いが得

られるかどうかは、取り組むべき課題である。

この研究の宇宙論への応用も考えられる。インフレーションの量子揺らぎにより、原始ブ

ラックホールが生成されたと考えられているが、その Hawking輻射が元素合成に影響を与
えないという条件からインフレーション理論へ制限がついている。Kaluza-Kleinブラック
ホールの蒸発が我々が予想したようにこれまで考えられてきたものと大きく異なった場合、

その制限が大きく変更されるかもしれない。その可能性について調べる必要がある。また、

Hawking輻射と内部空間の不安定性の関係をインフレーション時の粒子生成にも応用するこ
とも考えられる。内部空間のダイナミクスに注目することによって、新しいインフレーショ

ンシナリオを考えることができるかもしれない。
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付 録A Waldの公式の導出

漸近的平坦、定常な n次元ブラックホールのエントロピーは

S = −2π

∫

H
dn−2x

√
h

(
1√−g

δI

δRabcd

)
εabεcd (A.1)

H : horizonの spatial section
h : H の induced metricの determinant
εµν : H の binormalつまり、H に垂直な空間の volume form
I : 一般座標変換不変な作用

で与えられる [4, 5]。ただし、作用に現れる任意の場φは、ホライズン上で nullになるKilling
ベクトル ξ に対し Lξφ = 0を満たす必要がある。この公式をWaldの公式という。ここで
は、この公式の導出を行う。

最も一般な一般座標不変な n-form Lagrangian

L = L(gab, Rabcd,∇a1Rabcd, · · · ,∇(a1
. . .∇am)Rabcd, ψ,∇a1ψ, · · · ,∇(a1

. . .∇al)ψ) (A.2)

を考えよう。ここで、ψはmatter �eldすべての総称で任意の階数のテンソル場が何種類あっ
ても良い。Lagrangianの中の共変微分がすべて対称の形で入っているのは、例えば∇a∇bψ =
∇(a∇b)ψ +∇[a∇b]ψ のように書くことができて、反対称部分はリーマンテンソルを用いて

書き直せるからである。Lagrangianの変分を

δL = E(φ)δφ + dΘ(φ, δφ) (A.3)

と書く。φ は gab も含めたすべての場の総称である (φ = (gab, ψ))。Θ は φ と δφ の関数

で symplectic potential formと呼ばれる。この symplectic potential formにはΘ → Θ +
dY (φ, δφ)の不定性がある。さらに LagrangianにもL → L + dµ(φ)の不定性があるので、
totalでΘ → Θ + δµ(φ) + dY (φ, δφ) の不定性がある。運動方程式はE = 0である。

Lemma
Θは

Θ = 2Ebcd
R ∇dδgbc + Θ′ (A.4)

の形に書くことができる。ここで

Θ′ = Sab(φ)δgab +
m−1∑

i=0

Ti(φ)abcda1···aiδ∇(a1
. . .∇ai)Rabcd

+
l−1∑

i=0

Ui(φ)a1···aiδ∇(a1
. . .∇ai)ψ (A.5)
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である。つまり、∇δgのターム以外はδを∇の左側に置くことができる。さらに、(Ebcd
R )b2···bn =

Eabcd
R εab2···bn と書いたとき

Eabcd
R =

1√−g

δ

δRabcd

∫
L (A.6)

である。

(∵)L = εLとおく (εは volume form)。このとき、

δL = ε

(
∂L

∂gab
δgab +

∂L

∂Rabcd
δRabcd + · · ·+ ∂L

∂∇(a1
. . .∇am)Rabcd

δ∇(a1
. . .∇am)Rabcd

+
∂L

∂ψ
δψ + · · ·+ ∂L

∂∇(a1
. . .∇al)ψ

δ∇(a1
. . .∇al)ψ

)
+

1
2
gabδgabL

(A.7)

となる。試しに上式の内の

ε
∂L

∂∇(a1
∇a2)Rabcd

δ∇a1∇a2Rabcd (A.8)

の項を計算してみよう。schematicに計算すると

δ∇∇R = δ(∂∇R + Γ∇R) = ∂δ∇R + Γδ∇R + δΓ∇R

= ∇δ∇R + (∇δgに比例するターム)
(A.9)

となるので、式 (A.8)は、

ε
∂L

∂∇(a1
∇a2)Rabcd

∇a1δ∇a2Rabcd + ε(∇δgに比例するターム)

=∇a1

[
ε

∂L

∂∇(a1
∇a2)Rabcd

δ∇a2Rabcd

]
−∇a1

[
ε

∂L

∂∇(a1
∇a2)Rabcd

]
δ∇a2Rabcd

+∇a1 [ε(δgに比例するターム)a1 ] + ε(δgに比例するターム)

= dV −∇a1

[
ε

∂L

∂∇(a1
∇a2)Rabcd

]
δ∇a2Rabcd + ε(δgに比例するターム)

(A.10)

となる。ここで

Vb2···bn = εa1b2···bn

[
∂L

∂∇(a1
∇a2)Rabcd

δ∇a2Rabcd + (δgに比例するターム)a1

]
(A.11)

である。さらに

δ∇R = ∇δR + (∇δgに比例するターム) (A.12)
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となるので、式 (A.10)は

dV −∇a1

[
ε

∂L

∂∇(a1
∇a2)Rabcd

]
∇a2δRabcd

+ ε(δgに比例するターム) + ε(∇δgに比例するターム)

= dV −∇a2

[
∇a1

(
ε

∂L

∂∇(a1
∇a2)Rabcd

)
δRabcd

]
+∇a2∇a1

[
ε

∂L

∂∇(a1
∇a2)Rabcd

]
δRabcd

+∇a2 [ε(δgに比例するターム)a2 ] + ε(δgに比例するターム)

= dV ′ +∇a2∇a1

[
ε

∂L

∂∇(a1
∇a2)Rabcd

]
δRabcd + ε(δgに比例するターム)

(A.13)

となる。ここで、

V ′
b2···bn

= Vb2···bn + εa2b2···bn

[
−∇a1

(
∂L

∂∇(a1
∇a2)Rabcd

)
δRabcd + (δgに比例するターム)a2

]

(A.14)
である。同様な計算を式 (A.7)のほかの項にも行うと

δL = ε(Aab
g δgab + Eabcd

R δRabcd + Eψδψ) + dΘ̃ (A.15)

の形になることが分かる。ここで Θ̃は式 (A.5) の形の (n− 1)-formであり、また

Eabcd
R =

∂L

∂Rabcd
−∇a1

∂L

∂∇a1Rabcd
+ · · ·+ (−1)m∇(a1

. . .∇am)
∂L

∂∇(a1
. . .∇am)Rabcd

=
1√−g

δ

δRabcd

∫
L

(A.16)

である。式 (A.15)の δRabcdを δgを用いて書き下すと、

Eabcd
R δRabcd = 2Eabcd

R ∇a∇dδgbc + Eabcd
R Rabc

eδgde

= 2∇a∇dE
abcd
R δgbc + Eabcd

R Rabc
eδgde

+∇a(2Eabcd
R ∇dδgbc)−∇d(2∇aE

abcd
R δgbc)

(A.17)

となる。よって、式 (A.15)は

δL = ε(Ãbc
g δgbc + 2∇a∇dE

abcd
R δgbc + Eψδψ) + d(2Ebcd

R ∇dδgbc− 2∇dE
bcd
R δgbc + Θ̃) (A.18)

となる。ここで、

(Ebcd
R )b2···bn = Eabcd

R εab2···bn

Ãbc
g = Abc

g + Epqrb
R Rpqr

c
(A.19)

である。式 (A.18)から、symplectic potential formを読み取れば

Θ = 2Ebcd
R ∇dδgbc + Θ′ (Θ′ ≡ −2∇dE

bcd
R δgbc + Θ̃) (A.20)
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が得られる。これが示したかった表式である。¤

ここまでは任意の変分 δを考えてきたが、di�omorphism transformation δ̂φ = Lξφを考

えてみよう。Lagrangianはこの変換で

δ̂L = d(ξ ·L) (A.21)

となる。ここで (ξ · L)b2···bn = ξaLab1···bn である。式 (A.21)では任意の微分形式Λに対す
る Lie微分の公式

LξΛ = ξ · dΛ + d(ξ ·Λ) (A.22)

を使った。一方、式 (A.3)から、

δ̂L = E(φ)Lξφ + dΘ(φ,Lξφ) (A.23)

とも書けるので式 (A.21)と式 (A.23)を比べると、

d(Θ(φ,Lξφ)− ξ ·L) = −ELξφ (A.24)

が得られる。Noether current

J = Θ(φ,Lξφ)− ξ ·L (A.25)

を定義すると、

dJ = −ELξφ
EOM= 0 (A.26)

となり、運動方程式を使えば保存することが分かる。運動方程式を仮定すると dJ = 0なの
だから、このときあるNoether charge Qが存在して

J = dQ (A.27)

と書ける。この J とQにも不定性が存在する。まず L → L + dµ, Θ → Θ + δµ + dY の

不定性により、J には

J →J + Lξµ + dY (φ,Lξφ)− ξ · dµ

= J + d(ξ · µ) + dY (φ,Lξφ)
(A.28)

の不定性がある。ここで、

Lξµ = ξ · dµ + d(ξ · µ) (A.29)

を用いた。さらにQには全微分を加える自由度も入れて

Q → Q + ξ · µ + Y (φ,Lξφ) + dZ (A.30)

の不定性があることが分かる。

Proposition
Noether chargeは

Q = Wc(φ)ξc + Xcd∇[cξd] + Y (φ,Lξφ) + dZ(φ, ξ) (A.31)
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の形に書ける。W ,X,Y ,Z の選び方は一意ではないが、

(Xcd)c3···cn = −Eabcd
R εabc3···cn , Y = Z = 0 (A.32)

と選べる。

(∵)Θは式 (A.4)のものを使うと

J = 2Ebcd
R ∇d(∇bξc +∇cξb) + Θ′(φ,Lξφ)− ξ ·L (A.33)

となる。Θ′は (δg, δR, δ∇R, · · · )の関数だからΘ′(φ,Lξφ)は (ξ,∇ξ)の線形の関数になる (ξ
の二階以上の微分はない)。さらにEbcd

R の cとdは反対称だから、式 (A.33)で2Ebcd
R ∇d∇cξb =

Ebcd
R Rdcb

eξeとできる。よって、J のうちで ξの二階微分は 2Ebcd
R ∇d∇bξcの項のみで、三階

微分以上は現れない。よって、Qの表式として

Q = Wc(φ)ξc + Xcd∇[cξd](
(Xcd)c3···cn ≡ −Eabcd

R εabc3···cn

) (A.34)

が得られる。上式を外微分すれば、2Ebcd
R ∇d∇bξcの項が出てくることが分かる。さらに、Q

の不定性を考慮に入れると、最終的なQの表式は、

Q = Wc(φ)ξc + Xcd∇[cξd] + Y (φ,Lξφ) + dZ(φ, ξ) (A.35)

である。これは示したかった表式である。¤
ξ方向の di�emorphismの genaretorは Cauchy surface を C とすると、

H =
∫

C
J + (boundary term) (A.36)

と書ける。ここで、(boundary term)はHが微分可能、つまり δHの表面項をキャンセルさ

せるように入れる。まず J を変分すると

δJ = δΘ(φ,Lξφ)− ξ · δL
= δΘ(φ,Lξφ)− ξ · (Eδφ + dΘ(φ, δφ)) (∵ 式 (A.3))
= δΘ(φ,Lξφ)− LξΘ(φ, δφ) + d(ξ ·Θ(φ, δφ)) (∵ E = 0,式 (A.22))

(A.37)

となる。よって、H の変分は

δH =
∫

C
(δΘ(φ,Lξφ)− LξΘ(φ, δφ)) +

∫

∞
ξ ·Θ(φ, δφ) + δ(boundary term) (A.38)

となる。この式から δ(boundary term) = − ∫
∞ ξ ·Θ(φ, δφ)とおくべきであることが分かる。

よって

δH = δ

∫

C
J −

∫

∞
ξ ·Θ(φ, δφ) (A.39)

である。H が存在するためには、ある (n− 2)-form Bが存在して、

δ

∫

∞
ξ ·B =

∫

∞
ξ ·Θ(φ, δφ) (A.40)
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が成り立つ必要がある。このとき、

H =
∫

C
J −

∫

∞
ξ ·B

=
∫

∞
(Q− ξ ·B)

(A.41)

となる。漸近的平坦な時空を考えよう。taを asymptotic time transration vector(無限遠の
自然な時間座標)として、canonical energy

E ≡
∫

∞
(Q[t]− t ·B) (A.42)

を定義する。この canonical energyは例えばEinstein重力において漸近的平坦な時空を考え
ると ADM massと一致することが確かめられる。さらに ϕaを asymptotic rotation vector
として、canonical angular momentum

J ≡ −
∫

∞
(Q[ϕ]− ϕ ·B) (A.43)

を定義する。ここからさらに漸近的に平坦な stationalyブラックホールを考える。その bi-
furcation (n− 2)-surfaceを Σとして、Σ上で消えるKillingベクトルを

ξa = ta + Ω(µ)
H ϕa

(µ) (A.44)

とおく。δφも線形運動方程式 δE = 0を満たすとすると、

δJ = dδQ (A.45)

が成り立つ。さらに Lξφ = 0を満たすことを仮定すると、

δΘ(φ,Lξφ) = LξΘ(φ, δφ) (A.46)

が成立する。これは、例えばΘ(φ,Lξφ) = φLξφ のとき

δΘ(φ,Lξφ) = δφ Lξφ︸︷︷︸
=0

+φ δLξφ︸ ︷︷ ︸
=Lξδφ

= LξΘ(φ, δφ) (A.47)

のように確かめられ、Θの表式が一般の場合にも同様な計算ができる。式 (A.45), (A.46)を
式 (A.37)に用いると、

dδQ = d(ξ ·Θ) (A.48)

が成り立つ。この式を C から Σの内部をくりぬいた領域で積分すると、
∫

Σ
δQ =

∫

∞
(δQ[ξ]− ξ ·Θ)

= δE − Ω(µ)
H δJ(µ)

(A.49)

が得られる。
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Theorem
次のように Sを定義する。

S = 2π

∫

Σ
Xcdεcd. (A.50)

ここで、εは Σの binormal。つまり、Σに垂直な空間の volume element。このとき、
κ

2π
δS = δE − Ω(µ)

H δJ(µ) (A.51)

が成り立つ。

(∵)式 (A.31)より、∫

Σ
δQ =

∫

Σ
(δWc(φ)ξc + δXcd∇[cξd] + δY (φ,Lξφ) + dδZ(φ, ξ)) (A.52)

が成り立つ。第 1項目は Σ上で ξ = 0より消える。第 4項目は全微分だから
∮
Σで消える。

第 3項目は
δY (φ,Lξφ) = Y (φ,Lξδφ) = LξY (φ, δφ)

= ξ · dY + d(ξ · Y )
(A.53)

となり、これも Σ上の積分で消える。よって∫

Σ
δQ =

∫

Σ
δXcd∇[cξd] (A.54)

となる。次に Σ上では
∇cξd = κεcd (A.55)

が成り立つことを示す。Σ上では、ξ = 0で一定なので、Σの接ベクトル tを用いて、tc∇cξd =
0が成り立つ。さらにKilling方程式を用いると、

tc∇cξd = tc∇dξc = 0 (A.56)

が成立する。つまり、∇cξdは Σ方向の足を持たない反対称テンソル場である。よって、Σ
上では、あるスカラー関数 αを用いて

∇cξd = αεcd (A.57)

と書ける。両辺を 2乗すれば、αが決定できて、α = κであることが分かる。ゆえに、式

(A.55)が成立する。この式 (A.55)により、
κ

2π
δS =

∫

Σ
δQ = δE − Ω(µ)

H δJ(µ) (A.58)

が成り立つ。¤
式 (A.51)から、S はブラックホールエントロピーであることが分かる。Xcdと Eabcd

R の定

義 (A.32), (A.6)を思い出すと、

S = −2π

∫

Σ
dn−2x

√
hEabcd

R εabεcd

= −2π

∫

Σ
dn−2x

√
h

(
1√−g

δI

δRabcd

)
εabεcd

(A.59)

が得られる。ここで I =
∫

Lである。これが、Waldの公式である。ここでΣは bifurcation
surfaceだが、stationalyブラックホールなら、どのホライズン上で積分しても同じ値が得ら
れることが保障される。
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付 録B Cardyの公式の導出

ここでは Cardyの公式 [47, 48, 49]を導出する。
Cardyの公式

ln ρ(∆, ∆̃) ∼ 2π




√
ce�∆

6
+

√
c̃e�∆̃

6


 (B.1)

∆, ∆̃ : L0, L̃0の固有値

ρ(∆, ∆̃) : ∆, ∆̃の状態数
ce� = c− 24∆0, c̃e� = c̃− 24∆̃0

c, c̃ : central charge
∆0 = min ∆, ∆̃0 = min ∆̃

導出は、

Z(τ, τ̄) = Tr e2πiτ(L0−∆0)e−2πiτ̄(L̃0−∆̃0) =
∑

∆,∆̃

ρ(∆, ∆̃)e2πiτ(∆−∆0)e−2πiτ̄(∆̃−∆̃0) (B.2)

を計算して、ρ(∆, ∆̃)を求めるという方針で行う。さらに、

Z0(τ, τ̄) = Tr e2πiτ(L0− c
24

)e−2πiτ̄(L̃0− c̃
24

) (B.3)

を定義する。この Z0はトーラス上の CFTの分配関数である。それは次のようにして分か
る。CFTのハミルトニアンはH = L0 + L̃0 − (c + c̃)/24で運動量演算子は P = L0 − L̃0で

ある。これを用いると Z0の定義式は

Z0(τ, τ̄) = Tr e2πiτ1P−2πτ2H (B.4)

と書ける。ここで τ = τ1 + iτ2とおいた。これは、図B.1 のように平行四辺形を同一視して
作られたトーラス上の CFTの分配関数に他ならない。トーラス上の CFTはmodular変換

τ → τ + 1, τ → −1
τ

(B.5)

に対し不変である。τ → τ + 1の変換は図B.2のように同じトーラスの同一視の仕方を変え
ただけである。τ → − 1

τ の変換は図B.3のように時間軸と空間軸の役割を変えるような変換
である。 Z0のmodular不変性を用いると、Z のmodular変換則は

Z(τ, τ̄) = exp
[
2πi

( c

24
−∆0

)
τ
]
exp

[
−2πi

(
c̃

24
− ∆̃0

)
τ̄

]
Z0(−1/τ,−1/τ̄)

= exp
[
2πi

( c

24
−∆0

) (
τ +

1
τ

)]
exp

[
−2πi

(
c̃

24
− ∆̃0

)(
τ̄ +

1
τ̄

)]

× Z(−1/τ,−1/τ̄)

(B.6)
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図 B.1: トーラスの構造

図 B.2: τ → τ + 1変換の意味

図 B.3: τ → − 1
τ 変換の意味
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となることが分かる。q ≡ e2πiτ とおくと、ρ(∆, ∆̃)は式 (B.2) より

ρ(∆, ∆̃) =
1

(2πi)2

∮
dq

q∆−∆0+1

dq̄

q̄∆̃−∆̃0+1
Z(q, q̄) (B.7)

から得られる。ここから、簡単のため ∆̃依存性は考えないことにしよう (∆だけですべて計
算したあとに ∆̃を復活させる)。このとき、

ρ(∆) =
∫

dτe−2πi(∆−∆0)τ exp
[
2πi

( c

24
−∆0

) (
τ +

1
τ

)]
Z(−1/τ) (B.8)

となる。これを鞍点法を用いて計算する。∆ À c,∆0として鞍点を計算すると

d

dτ

(
−2πi(∆−∆0)τ + 2πi

( c

24
−∆0

) (
τ +

1
τ

))
= 0

⇒ τ ' i

√
ce�
24∆

(B.9)

となる。鞍点は τ ' i
√

ce�/24∆ ¿ iなので、τ = iεとおいて、Z(−1/τ)の ε ¿ 1での振る
舞いを見てみよう。

Z(i/ε) =
∑

∆

ρ(∆)e−2π(∆−∆0)/ε ∼ ρ(∆0) (B.10)

となるので、鞍点近傍でZ(−1/τ) ∼ constとなりほとんど変化しないことが分かる。よって、

ρ(∆) ∼ exp

(
2π

√
c∆e�

6

)
Z(i∞) (B.11)

となる。さらに、τ̄ の依存性も考慮すると

ln ρ(∆, ∆̃) ∼ 2π




√
ce�∆

6
+

√
c̃e�∆̃

6


 (B.12)

が得られる。
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付 録C トレースアノマリーの計算

C.1 Weyl対称性とその量子的破れ
2つの 2次元スカラー場の作用

S =
1
2

∫
d2x

√
g(∇X)2, (C.1.1)

S =
1
2

∫
d2x

√
ge−2φ(∇X)2 (C.1.2)

を考える。作用 (C.1.2)では、Lagrangianに dilaton e−2φがかかっている。この作用は、高

次元のスカラー場の作用を球対称性を仮定して dimensional reductionしたときに現れる表
式である。ここでは、Euclidean作用を用いることにする。二つの作用 (C.1.1), (C.1.2)には
ゲージ対称性が存在する。作用 (C.1.1)は

gµν → e−2α(x)gµν , X → X , (C.1.3)

作用 (C.1.2)は
gµν → e−2α(x)gµν , X → X, φ → φ (C.1.4)

のゲージ変換で不変である。このゲージ変換をWeyl変換という。古典作用を微小Weyl変
換すると、

0 = δS[φ, g] =
1
2

∫
d2x

√
g Tµνδgµν = −

∫
d2x

√
g Tµνgµνα(x) (C.1.5)

となり、Tµ
µ = 0が得られる。このように、理論がWeyl不変であることとエネルギー運動量

テンソルのトレースがゼロであることは同値である。しかしこの対称性は量子化の際に破れ

てしまうことが分かる。その結果、量子的なエネルギー運動量テンソルのトレースは 0でな
い値を与える。このWeyl対称性の量子的破れをトレースアノマリーという。次節からこの
トレースアノマリーを導出していくが、先に結果を書いておくと、作用 (C.1.1)のトレース
アノマリーは、

Tµ
µ =

1
24π

R, (C.1.6)

作用 (C.1.2)のトレースアノマリーは、

Tµ
µ =

1
24π

[
R− (∇f(φ))2

]
(C.1.7)

となる。f(φ)はφの任意関数で量子化の際に現れる不定性を表している。実際は作用 (C.1.2)
のトレースアノマリーを計算して φ = 0とおけば、作用 (C.1.1)のトレースアノマリーが得
られるのであるが、分かりやすさのために、まず作用 (C.1.1)のトレースアノマリーを計算
してから作用 (C.1.2)のトレースアノマリーを計算する。
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C.2 トレースアノマリー (dilatonがないケース)
まず、作用 (C.1.1)

S =
1
2

∫
d2x

√
g(∇X)2 (C.2.1)

のトレースアノマリーを計算する。方法はFujikawa method [50, 51]を用いる。分配関数は、

Z[g] =
∫

DX exp
(
−1

2

∫
d2x

√
g(∇X)2

)
(C.2.2)

である。この分配関数を微小Weyl変換すると、

δZ[g] = Z[e−2αg]− Z[g]

=
∫

DX ′e−S[X′,g′] − Z[g]

=
∫

DXJe−S[X,g] − Z[g]

=
∫

DX(J − 1)e−S[X,g]

'
∫

DX lnJe−S[X,g]

(C.2.3)

となる。J はヤコビアンである。上式の 2行目から 3行目の変換では古典作用のWeyl不変
性を用いた。上の変分はもしアノマリーがないとすると 0のなるべき量である。よって、ヤ
コビアン J にアノマリーの情報が含まれていることが分かる。J を計算していこう。まず内

積を、

(f, g) ≡
∫

d2x
√

gf∗g (C.2.4)

で定義する。関数空間上の �計量�は

||δX||2 = (δX, δX) (C.2.5)

で表される。この内積の正規直交基底 {ϕn} ((ϕn, ϕm) = δnm)を用いて、δX =
∑

n δcnϕn

のように展開すると、

||δX||2 =
∑

n

|δcn|2 (C.2.6)

となり、ピタゴラスの定理が成り立つことが分かる。このことから、経路積分の測度を自

然に

DX =
∏
n

dcn (C.2.7)

と定義することができる。Weyl変換 (C.1.3)でXは不変である。このことからDXもWeyl
不変ではないか、と考えることが出来そうである。しかし、この考えは間違いである。な

ぜなら、X はWeyl不変でも内積の定義 (C.2.4)はWeyl不変でない。ゆえに、正規直交系
{ϕn} がWeyl変換で変わる。Weyl変換後の正規直交系を {ϕ′n}とすると、

δnm =
∫

d2x
√

g′ ϕ′∗n ϕ′m =
∫

d2x
√

ge−2αϕ′∗n ϕ′m (C.2.8)
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が成り立つ。一方、

δnm =
∫

d2x
√

g ϕ∗nϕm (C.2.9)

なので、ϕnと ϕ′nの関係は、
ϕ′n = eαϕn = (1 + α)ϕn (C.2.10)

となる。よって、X を ϕnと ϕ′nそれぞれで展開すると、

X =
∑

n

cnϕn =
∑

n

c′nϕ′n

=
∑

n

c′n(1 + α)ϕn

=
∑

n

(c′n + αcn)ϕn (∵ c′n = cn +O(α))

⇒
∑

n

c′nϕn =
∑

n

cn(1− α)ϕn

(C.2.11)

となる。この式より、cnと c′nの変換則

c′n =
∑
m

(ϕm, (1− α)ϕm)cm =
∑
m

(δnm − αnm)cm (C.2.12)

が得られる。ここで、αnm ≡ (ϕn, αϕm)である。よって、経路積分の測度の変換則は

DX =
∏
n

dc′n =
∏
n

dcn det(δnm − αnm)

= DX exp(−
∑

n

αnn)
(C.2.13)

である。上式の最終表式では、公式

det(1 + ε) ' exp(tr ε) (C.2.14)

を用いた。εは �微小�な行列である。式 (C.2.13) より、ヤコビアン J が読み取れて、

lnJ = −
∑

n

αnn = −
∑

n

∫
d2x

√
g α(x)ϕ∗nϕn (C.2.15)

となる。この式を計算したいが
∑

n ϕ∗nϕn = δ(0)となってしまうので、正則化が必要にな
る。一般座標変換に対し不変な演算子¤を用いて、

∑
n

ϕ∗nϕn →
∑

n

ϕ∗n exp(¤/M2)ϕn (C.2.16)

のように正則化しよう。M はあとでM →∞とする。このとき、ヤコビアンは、

lnJ = −
∑

n

∫
d2x

√
g α(x)ϕ∗n exp(¤/M2)ϕn

= −
∫

d2x
√

g α(x)〈x| exp(¤/M2)|x〉
(C.2.17)
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と書くことができる。〈x| exp(¤/M2)|x〉を計算しなければならない。ここで comformal gauge

gµν = e2σδµν (C.2.18)

をとる。このとき、

¤ = e−2σ∂2 (C.2.19)

である。ここで、∂2 = δµν∂µ∂ν である。ここから、足を下同士でつぶした場合は δµν での

contractionであるとする。関数空間の基底を

ϕk = e−σeikx (C.2.20)

にとる。これは正規直交系である。なぜなら、

∫
d2x

√
g ϕ∗kϕk′ =

∫
d2x e2σe−σe−ikxe−σeikx = (2π)2δ(k − k′) (C.2.21)

となるからである。この基底を用いると、

〈x| exp(¤/M2)|x〉

=
∫

d2k

(2π)2
e−σe−ikx exp(¤/M2)e−σeikx

= e−2σ

∫
d2k

(2π)2
exp

[
1

M2
eσe−ikxe−2σ∂2e−σeikx

]

(∵ B−1eAB = eB−1AB (A,B : 行列))

= e−2σ

∫
d2k

(2π)2
exp

[
1

M2
e−ikxe−σ∂2e−σeikx

]

(C.2.22)

となる。ここから、まぎらわしくなるので 2種類の微分 ∂,
−→
∂ を定義しておく。∂は右隣の

関数のみたたく。つまり、

∂fg = (∂f)g (C.2.23)

である。
−→
∂ は右にある関数すべてをたたく。つまり、

−→
∂ fg = (∂f)g + f(∂g) + fg

−→
∂ (C.2.24)

である。この先しばしば用いる便利な公式

−→
∂ µef(x) = ef(x)(

−→
∂ µ + ∂µf(x)) (C.2.25)

を用いると、式 (C.2.22)は、

e−2σ

∫
d2k

(2π)2
exp

[
1

M2
e−σ(

−→
∂ µ + ikµ)2e−σ

]

= e−2σ

∫
d2k

(2π)2
exp

[
1

M2
e−σ(−k2 + 2ikµ

−→
∂ µ +

−→
∂ 2)e−σ

]

= e−2σM2

∫
d2k

(2π)2
exp

[
e−σ(−k2 +

2i

M
kµ
−→
∂ µ +

1
M2

−→
∂ 2)e−σ

]
(C.2.26)
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となる。最後の等式では、k/M を新たに kと再定義した。ここで、

H0 ≡ −k2e−2σ

HI ≡ e−σ

(
2i

M
kµ
−→
∂ µ +

1
M2

−→
∂ 2

)
e−σ

(C.2.27)

と定義すると

〈x| exp(¤/M2)|x〉 = e−2σM2

∫
d2k

(2π)2
eH0+HI (C.2.28)

となる。量子力学の摂動論の手法に習うと、

eH0+HI = eH0

{
1 +

∫ 1

0
dtHI(t) +

∫ 1

0
dtHI(t)

∫ t

0
dt′HI(t′)

}

(HI(t) ≡ e−H0tHIe
H0t)

(C.2.29)

と展開することができる。この表式を用いて eH0+HI をM−2のオーダーまで展開する。HI

を式変形すると、

HI =
2i

M
e−2σkµ(

−→
∂ µ − ∂µσ) +

1
M2

e−2σ(
−→
∂ 2 − 2∂µσ

−→
∂ µ − ∂2σ + (∂σ)2) (C.2.30)

となり、HI(t)を計算すると、

HI(t) =
2i

M
e−2σkµ(

−→
∂ µ − ∂µσ + 2tk2∂µσe−2σ)

+
1

M2
e−2σ((

−→
∂ + 2tk2∂µσe−2σ)2

− 2∂µσ(
−→
∂ µ + 2tk2∂µσe−2σ)− ∂2σ + (∂σ)2)

=
2i

M
e−2σkµ(

−→
∂ µ − ∂µσ + 2tk2∂µσe−2σ)

+
1

M2
e−2σ[

−→
∂ 2 + 4tk2∂µσe−2σ−→∂ µ − 2∂µσ

−→
∂ µ

+ 2tk2(∂2σ − 4(∂σ)2)e−2σ + 4t2(k2)2(∂σ)2e−4σ − ∂2σ + (∂σ)2]

(C.2.31)

である。よって、
∫ 1

0
dtHI(t)の kの偶数次の項

=
1

M2
e−2σ[

−→
∂ 2 + 2k2∂µσe−2σ−→∂ µ − 2∂µσ

−→
∂ µ

+ k2(∂2σ − 4(∂σ)2)e−2σ +
4
3
(k2)2(∂σ)2e−4σ − ∂2σ + (∂σ)2]

(C.2.32)

となる。k 奇数次の項は、式 (C.2.28)の k 積分のときに消えてしまうので考えなかった。

また、
∫ 1

0
dtHI(t)

∫ t

0
dt′HI(t′)

=
∫ 1

0
dt
−4
M2

kµkνe
−2σt(

−→
∂ µ − ∂µσ + 2tk2∂µσe−2σ)

× e−2σ(
−→
∂ µ − ∂µσ + tk2∂µσe−2σ)

(C.2.33)
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となる。あとで上の表式に e−k2e−2σ
をかけてからガウス積分を行うので、kµkν → (1/2)k2δµν

としてしまうと、

∫ 1

0
dt
−2
M2

k2e−4σt(
−→
∂ µ − 3∂µσ + 2tk2∂µσe−2σ)(

−→
∂ µ − ∂µσ + tk2∂µσe−2σ)

=
−2
M2

k2e−4σ[
1
2
−→
∂ 2 + (−2∂µσ + k2∂µσe−2σ)

−→
∂ µ − 1

2
∂2σ

+
1
3
k2(∂2σ − 2(∂σ)2)e−2σ +

3
2
(∂σ)2 − 5

3
k2(∂σ)2e−2σ +

1
2
(k2)2(∂σ)2e−4σ]

(C.2.34)

となる。次にガウス積分を実行していこう。そのための公式は、

∫
d2k

(2π)2
e−k2e−2σ

=
1
4π

e2σ

∫
d2k

(2π)2
e−k2e−2σ

k2 =
1
4π

e4σ

∫
d2k

(2π)2
e−k2e−2σ

(k2)2 =
1
2π

e6σ

∫
d2k

(2π)2
e−k2e−2σ

(k2)3 =
3
2π

e8σ

(C.2.35)

である。これらを用いて計算していくと、

∫
d2k

(2π)2
eH0 =

1
4π

e2σ

∫
d2k

(2π)2
eH0

∫ 1

0
dtHI(t) =

1
πM2

[
1
4
−→
∂ 2 − 1

12
(∂σ)2]

∫
d2k

(2π)2
eH0

∫ 1

0
dtHI(t)

∫ t

0
dt′HI(t′) =

1
πM2

[−1
4
−→
∂ 2 − 1

12
∂2σ +

1
12

(∂σ)2]

(C.2.36)

となることが計算できる。よって、

〈x| exp(¤/M2)|x〉 =
1
4π

[M2 − 1
3
e−2σ∂2σ] (C.2.37)

が得られる。ここでR = −2e−2σ∂2σであることを用いれば、

〈x| exp(¤/M2)|x〉 =
M2

4π
+

R

24π
(C.2.38)

と書ける。よって、求めたかったヤコビアンは、

lnJ = −
∫

d2x
√

g α(x)
[
M2

4π
+

R

24π

]
(C.2.39)

となる。この式を、式 (C.2.3)に用いると分配関数のWeyl変換が分かって、

δZ[g] = −Z[g]
∫

d2x
√

g α(x)
[
M2

4π
+

R

24π

]
(C.2.40)
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となる。一方、δZ[g]はエネルギー運動量テンソル Tµν を用いて、

δZ[g] = −Z[g]
∫

d2x
√

g α(x)Tµ
µ (C.2.41)

とも書ける。この 2式を見比べると、αは任意なので、

Tµ
µ =

M2

4π
+

R

24π
(C.2.42)

が得られる。この式の第 1項目は発散している。しかし、この項は、元の作用 (C.1.1)に local
counter termをうまく入れれば打ち消せる。実際、元の作用に宇宙項を加えて、

S′[X, g] = S[X, g]−
∫

d2x
√

g
M2

8π
(C.2.43)

としておくと、エネルギー運動量テンソルは、

T ′µν =
−2√

g

δ

δgµν
lnZ ′[g] = Tµν − M2

8π
gµν (C.2.44)

となり、このトレースとして、

T ′µµ = Tµ
µ −

M2

4π
=

R

24π
(C.2.45)

が得られ、トレースアノマリーの発散項をキャンセルすることができる。よって、作用 (C.1.1)
のトレースアノマリーは、

Tµ
µ =

1
24π

R (C.2.46)

で与えられることが分かった。

C.3 Louville action
このトレースアノマリーから、作用 (C.1.1)の e�ective actionを計算することもできる。

式 (C.2.41)で、conformal gaugeをとると、

δZ[e2σδ] = Z[e2σδ]
∫

d2x
√

g Tµ
µ δσ = − 1

12π
Z[e2σδ]

∫
d2x ∂2σδσ (C.3.1)

となる。上式で α = −δσを用いた。式 (C.3.1)は、汎関数微分方程式である。この方程式の
解は、

Z[e2σδ] = Z[δ] exp(
1

24π

∫
d2x(∂σ)2) (C.3.2)

であることが確かめられる。よって、e�ective action W = − lnZ は、

W = − 1
24π

∫
d2x(∂σ)2 (C.3.3)

となる。この表式は、共変的に、

W =
1

96π

∫
d2x

√
g R

1
¤R (C.3.4)
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と書くことができる。なぜなら、
∫

d2x
√

gR
1
¤R

=4
∫

d2x ∂2σ
1

e−2σ∂2
(e−2σ∂2σ)

= 4
∫

d2xσ∂2σ = −4
∫

d2x(∂σ)2

(C.3.5)

が成り立つからである。Lorentzianで書くと、

W = − 1
96π

∫
d2x

√−g R
1
¤R (C.3.6)

となる (今の conventionでは、Euclidean作用と Lorentzian作用の符合は反転することに注
意)。この e�ective actionを Liouville actionという。ここで、Liouville action(C.3.6)には
繰り込み可能で φに依存しないような �nete termを付け加える不定性があることに留意し
ておくべきである。なぜなら、トレースアノマリーの発散項をキャンセルさせるために、元

の作用 (C.1.1)に local counter termを加えた。その際に、繰り込み可能でX に依存しない

ような �nete termを付け加える不定性が出てきていまうからである (それを付け加えた例が
4.3節の RSTモデルである)。

C.4 トレースアノマリー (dilatonがあるケース)
次に、作用 (C.1.2)

S =
1
2

∫
d2x

√
ge−2φ(∇X)2 (C.4.1)

のトレースアノマリーを計算する。dilatonがない場合と同様に、Weyl変換 (C.1.4) のヤコ
ビアンを計算すればよい。まず、内積の定義であるがこれには不定性がある。なぜなら、

(f, g) ≡
∫

d2x
√

ge2A(φ)f∗g (C.4.2)

のように、φの任意関数 e2A(φ) をはさんで定義しても良いからである。この任意性を残し

て、内積は式 (C.4.2)で定義しておく。この内積の正規直交基底 {ϕn} ((ϕn, ϕm) = δnm)を
用いて、X =

∑
n cnϕnのように展開したとき、経路積分の測度は、

DX =
∏
n

dcn (C.4.3)

と定義される。内積の定義 (C.4.2)はWeyl不変でない。ゆえに、正規直交系 {ϕn} がWeyl
変換で変わる。Weyl変換後の正規直交系を {ϕ′n}とすると、

ϕ′n = (1 + α)ϕn (C.4.4)

となる。ここから、cnと c′nの変換則

c′n =
∑
m

(ϕm, (1− α)ϕm)cm =
∑
m

(δnm − αnm)cm (C.4.5)
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が得られる。ここで、αnm ≡ (ϕn, αϕm)である。よって、経路積分の測度の変換則は

DX =
∏
n

dc′n =
∏
n

dcn det(δnm − αnm)

= DX exp(−
∑

n

αnn)
(C.4.6)

である。式 (C.4.6)より、ヤコビアン J が読み取れて、

lnJ = −
∑

n

αnn = −
∑

n

∫
d2x

√
ge2A(φ) α(x)ϕ∗nϕn (C.4.7)

となる。しかし、上式で
∑

n ϕ∗nϕn = δ(0)となってしまうので正則化が必要である。dilatonが
ない場合は、一般座標変換に対し不変な演算子¤を用いて

∑
n ϕ∗nϕn →

∑
n ϕ∗n exp(¤/M2)ϕn

と正則化した。では、今は正則化の関数として何を選ぶべきだろうか。ここでも、不定性が

出てきてしまう。 内積 (C.4.2)のもとでエルミートな一般座標変換に対し不変な演算子は、
一般に

H = e2B(φ)∇µe−2C(φ)∇µe2A(φ)+2B(φ) (C.4.8)

と書くことができる。B(φ), C(φ)は φの任意関数である。この演算子で正則化すると、

lnJ = −
∑

n

∫
d2x

√
ge2A(φ) α(x)ϕ∗neH/M2

ϕn

= −
∫

d2x
√

ge2A(φ) α(x)〈x|eH/M2 |x〉
(C.4.9)

と書くことができる。〈x|eH/M2 |x〉を計算していこう。ここで comformal gauge

gµν = e2σδµν (C.4.10)

をとると、

H = e−2σ+2B(φ)∂µe−2C(φ)∂µe2A(φ)+2B(φ) (C.4.11)

となる。さらに、基底を

ϕk = e−σ−A(φ)eikx (C.4.12)

ととる。これは正規直交系であることが確かめられる。この基底を用いると、

〈x|eH/M2 |x〉

=
∫

d2k

(2π)2
e−σ−A(φ)e−ikxeH/M2

e−σ−A(φ)eikx

=e−2σ−2A(φ)

∫
d2k

(2π)2
exp

[
1

M2
eσ+A(φ)e−ikxe−2σ+2B(φ)∂µe−2C(φ)∂µe2A(φ)+2B(φ)e−σ−A(φ)eikx

]

(∵ B−1eAB = eB−1AB (A,B : 行列))

=e−2σ−2A(φ)

∫
d2k

(2π)2
exp

[
1

M2
e−ikxe−σ+A(φ)+2B(φ)∂µe−2C(φ)∂µe−σ+A(φ)+2B(φ)eikx

]

(C.4.13)
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となる。ここで、表式を簡単にするために、

ρ ≡ σ −A(φ)− 2B(φ)

χ ≡ C(φ)
(C.4.14)

と定義する。また、dilatonがない場合の計算で導入した ∂,
−→
∂ を使うと、式 (C.4.13)は、

e−2σ−2A(φ)

∫
d2k

(2π)2
exp

[
1

M2
e−ikxe−ρ−→∂ µe−2χ−→∂ µe−ρeikx

]

= e−2σ−2A(φ)

∫
d2k

(2π)2
exp

[
1

M2
e−ρ(

−→
∂ µ + ikµ)e−2χ(

−→
∂ µ + ikµ)e−ρ

]

= e−2σ−2A(φ)

∫
d2k

(2π)2
exp

[
1

M2
e−ρ{−k2 + ikµ(

−→
∂ µe−2χ + e−2χ−→∂ µ) +

−→
∂ µe−2χ−→∂ µ}e−ρ

]

= e−2σ−2A(φ)M2

∫
d2k

(2π)2
exp

[
e−ρ

{
−k2 +

i

M
kµ(

−→
∂ µe−2χ + e−2χ−→∂ µ) +

1
M2

−→
∂ µe−2χ−→∂ µ

}
e−ρ

]

(C.4.15)

となる。最後の等式では、k/M を新たに kと再定義した。ここで、

H0 ≡ −k2e−2ρ−2χ

HI ≡ i

M
kµe−ρ(

−→
∂ µe−2χ + e−2χ−→∂ µ)e−ρ +

1
M2

e−ρ−→∂ µe−2χ−→∂ µe−ρ
(C.4.16)

と定義すると

〈x|eH/M2 |x〉 = e−2σ−2A(φ)M2

∫
d2k

(2π)2
eH0+HI (C.4.17)

となる。ここで、

eH0+HI =eH0

{
1 +

∫ 1

0
dtHI(t) +

∫ 1

0
dtHI(t)

∫ t

0
dt′HI(t′)

}

(HI(t) ≡ e−H0tHIe
H0t)

(C.4.18)

と展開することができるので、この表式を用いて eH0+HI をM−2まで展開する。HI を式変

形すると、

HI =
2i

M
e−2ρ−2χkµ(

−→
∂ µ − ∂µρ− ∂µχ)

+
1

M2
e−2ρ−2χ(

−→
∂ 2 − 2(∂µρ + ∂µχ)

−→
∂ µ − ∂2ρ + (∂ρ)2 + 2∂χ · ∂ρ)

(C.4.19)

となる。ここで、

λ ≡ ρ + χ (C.4.20)

を導入すると、H0, HI が簡単になって、

H0 = − k2e−2λ

HI =
2i

M
e−2λkµ(

−→
∂ µ − ∂µλ)

+
1

M2
e−2λ(

−→
∂ 2 − 2∂µλ

−→
∂ µ − ∂2λ + (∂λ)2 + ∂2χ− (∂χ)2)

(C.4.21)
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と書ける。ここで、上式と式 (C.2.27), (C.2.30)を見比べてみる。式 (C.2.27), (C.2.30)で
σ = λとおいて、

HI → HI + ∆HI

(
∆HI ≡ 1

M2
e−2λ(∂2χ− (∂χ)2)

)
(C.4.22)

と書き換えると、式 (C.4.21)になることが分かる。よって、この新しいタームの部分だけ計
算すれば十分である。このタームはM−2のオーダーなので、

∫ 1
0 dtHI(t)

∫ t
0 dt′HI(t′)の計算

には効いてこない。しかし、
∫ 1
0 dtHI(t)の計算には、

∆
∫ 1

0
dtHI(t) = ∆HI (C.4.23)

の補正が入る。また、ガウス積分で

∫
d2k

(2π)2
eH0∆HI =

1
4πM2

(∂2χ− (∂χ)2) (C.4.24)

となるので、、式 (C.2.36)は、
∫

d2k

(2π)2
eH0 =

1
4π

e2λ

∫
d2k

(2π)2
eH0

∫ 1

0
dtHI(t) =

1
πM2

[
1
4
−→
∂ 2 − 1

12
(∂λ)2 +

1
4
(∂2χ− (∂χ)2)]

∫
d2k

(2π)2
eH0

∫ 1

0
dtHI(t)

∫ t

0
dt′HI(t′) =

1
πM2

[−1
4
−→
∂ 2 − 1

12
∂2λ +

1
12

(∂λ)2]

(C.4.25)

のように書き直される。よって、

〈x|eH/M2 |x〉 = e−2σ−2A(φ) 1
4π

[M2e2λ − 1
3
∂2λ + ∂2χ− (∂χ)2] (C.4.26)

が得られる。ここで、

λ = σ −A(φ)− 2B(φ) + C(φ)

χ = C(φ)
(C.4.27)

のようにもとの変数を用いて書き直すと、

〈x|eH/M2 |x〉 = e−2σ−2A(φ) 1
4π

[M2e2σ+2(−A(φ)−2B(φ)+C(φ))

− 1
3
∂2σ +

1
3
∂2(A(φ) + 2B(φ) + 2C(φ))− (∂C(φ))2]

= e−2A(φ)

{
M2

4π
eh(φ) +

1
24π

[
R− (∇f(φ))2 + ¤j(φ)

]}
(C.4.28)

となる。ここで、

f(φ) ≡ 6C(φ)

j(φ) ≡ 2(A(φ) + 2B(φ) + 2C(φ))

h(φ) ≡ 2(−A(φ)− 2B(φ) + C(φ))

(C.4.29)
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とおいた。よって、求めたかったヤコビアンは、

lnJ = −
∫

d2x
√

g α(x)
{

M2

4π
eh(φ) +

1
24π

[
R− (∇f(φ))2 + ¤j(φ)

]}
(C.4.30)

となる。dilatonなしの場合と同様な手順によって、エネルギー運動量テンソルのトレース
が決まって、

Tµ
µ =

M2

4π
eh(φ) +

1
24π

[
R− (∇f(φ))2 + ¤j(φ)

]
(C.4.31)

が得られる。この式の第 1項目の発散項と¤j(φ)の項は、元の作用 (C.1.2)に local counter
termを入れて

S′[g, X, φ] = S[g, X, φ]−
∫

d2x
√

g
M2

8π
eh(φ) − 1

48π

∫
d2x

√
g j(φ)R (C.4.32)

とすれば打ち消せる。実際、

T ′µν = Tµν − M2

8π
eh(φ)gµν − 1

24π
(−∇µ∇νj(φ) + gµν¤j(φ)) (C.4.33)

となり、トレースは、

T ′µµ = Tµ
µ −

M2

4π
eh(φ) − 1

24π
¤j(φ) =

1
24π

[
R− (∇f(φ))2

]
(C.4.34)

となる。よって、作用 (C.1.2)のトレースアノマリーは、f(φ) を任意関数として

Tµ
µ =

1
24π

[
R− (∇f(φ))2

]
(C.4.35)

で与えられることが分かった。
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付 録D (2+1)次元ブラックストリングとそ
の蒸発過程

第 6章で高次元ブラックストリングの蒸発を議論した。そこでは、Hawking輻射の反作用は
摂動的に取り入れて、その摂動論からブラックストリングの蒸発の最終状態を予測した (図
6.5)。この描像を実際に確かめるためには、non-linearの方程式を解く必要がある。実際に
non-linearの方程式を解くことは難しいが、それに向けてモデルを広げておくことは重要で
ある。この章では、我々が新たに発見した (2+1)次元ブラックストリング解とその蒸発につ
いて調べ、定性的性質は高次元ブラックストリングと変わらないことを示す [52]。これによ
り、この新しい (2+1)次元ブラックストリング解を高次元ブラックストリング蒸発研究のモ
デルとして用いることができることが分かる。

D.1 (2+1)次元ブラックストリング解
次の (2+1)次元 dilaton gravityからスタートする。

S[A, g] =
∫

d3x
√−g[AR + V (A)] . (D.1.1)

ここで、Aはスカラー場である。この作用から導かれる運動方程式は

R +
dV

dA
= 0, (D.1.2)

AGµν − 1
2
gµνV (A)−∇µ∇νA + gµν¤A = 0. (D.1.3)

である。この解を求めよう。計量の形を

ds2 = −α(r)dt2 + β(r)dr2 + dy2 (D.1.4)

のように仮定し、さらにA = A(r)として解を探す。式 (D.1.3)の対角成分は、

1
2
α(r)V (A)−∇t∇tA− α(r)¤A = 0, (D.1.5)

−1
2
β(r)V (A)−∇r∇rA + β(r)¤A = 0, (D.1.6)

−1
2
AR− 1

2
V (A) + ¤A = 0. (D.1.7)

となる。式 (D.1.5)と式 (D.1.6)より

¤A− V (A) = 0. (D.1.8)
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となる。一方、式 (D.1.2)と式 (D.1.7)より

¤A +
1
2
A

dV

dA
− 1

2
V (A) = 0. (D.1.9)

が得られる。よって、式 (D.1.8)と式 (D.1.9)より、

V (A) + A
dV

dA
= 0 (D.1.10)

となる。ゆえに、式 (D.1.4)の形の計量を仮定すると、dilaton potential V (A)は

V (A) =
λ2

A
, (D.1.11)

の形でなければならないことが分かる。ここで λは質量の次元を持つ定数である。ここで、

β(r) = 1/α(r)とゲージを選んで解を探そう。式 (D.1.5)と式 (D.1.8)より

∇t∇tA +
1
2
αV (A) = 0. (D.1.12)

となり、この方程式は

α′A′ = V (A), (D.1.13)

と書ける。ここで、′ ≡ ∂rである。また、式 (D.1.6)と式 (D.1.8)より、

∇r∇rA +
1
2
α−1V (A) = 0. (D.1.14)

となり、この方程式は、

A′′ +
α′

2α
A′ − V (A)

2α
= 0. (D.1.15)

と書ける。式 (D.1.13)と式 (D.1.15)より、(2+1)次元のブラックストリング解を求めるこ
とができて、

ds2 = − ln
(

r

rH

)
dt2 + ln

(
r

rH

)−1

dr2 + dy2, (D.1.16)

A(r) = λr (D.1.17)

となることが分かる。

この解の性質を調べていこう。この時空のリッチスカラーは、

R =
1
r2

. (D.1.18)

で与えられる。よって、r = 0は curvature singularityであり、r = rH ,∞は座標特異点で
ある。特に、 r = rH はホライズンである。また、リッチスカラーの表式からこの時空は漸

近的に平坦であることが読み取れる。

座標特異点を消せる座標系を考える。ホライズン近傍では、この時空はRindler時空にな
る。よって、ホライズン上での座標特異点はKruskal的座標





U = − exp
(
− u

2rH

)

V = exp
(

v
2rH

)
,

(D.1.19)
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を取れば消せることが分かる。ここで、





u = t− r − rH ln
(

r−rH
rH

)

v = t + r + rH ln
(

r−rH
rH

)
.

(D.1.20)

と定義した。

無限遠の座標特異点を消すためには、まず null座標に移ろう。

ds2 = −f(r)dũdṽ. (D.1.21)

ここで、

f(r) =
∫

dr

ln(r/rH)
, (D.1.22)





ũ = t− f(r)

ṽ = t + f(r).
(D.1.23)

である。次に新しい Ṽ座標

Ṽ = f−1(ṽ), (D.1.24)

に移る。f−1は f の逆関数である。この座標系で計量は

ds2 = − ln(r/rH)
ln(Ṽ /rH)

dṽdṼ . (D.1.25)

と書ける。この計量は無限遠で正則である。なぜなら、

Ṽ = f−1(t + f(r)) → r (t = const, r →∞), (D.1.26)

となるからである。

D.2 (2+1)次元ブラックストリングの不安定性
次に、このブラックストリングの不安定性を解析していく。背景場を、

A → A + δA

gµν → gµν + hµν .
(D.2.1)

のように perturbさせる。このとき、式 (D.1.2)と式 (D.1.3)の摂動方程式は、

∇ρ∇σhρσ −¤h−Rρσhρσ +
d2V

dA2
δA = 0, (D.2.2)

AδGµν − 1
2
hµνV (A) + δΓρ

µν∂ρA

+ hµν¤A− gµνhρσ∇ρ∇σA− gµνg
ρσδΓα

ρσ∂αA

+ GµνδA− 1
2
gµν

dV

dA
δA−∇µ∇νδA + gµν¤δA = 0,

(D.2.3)
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となる。ここで、h ≡ hµ
µであり、

δGµν =
1
2
[∇ρ∇µhνρ +∇ρ∇νhµρ

−¤hµν −∇µ∇νh−Rhµν

− gµν(∇ρ∇σhρσ −¤h−Rρσhρσ)],

(D.2.4)

δΓρ
µν =

1
2
gρσ(∇µhνσ +∇νhσµ −∇σhµν). (D.2.5)

である。摂動量の (t, y)依存性を

δA(t, r, y) → δA(r)eΩt+iky

hµν(t, r, y) → hµν(r)eΩt+iky
(D.2.6)

のように仮定する。∝ eiΩtのように仮定せず、∝ eΩtのように仮定したのは、我々の目的が

不安定性を見つけることだからである。もし Ω > 0のような解が見つかれば不安定性が見
つかったことになる。

もとの作用には一般座標変換不変性があるので、不安定性の解析のためにはこのゲージ

モードを取り除かなければならない。δA と hµν のゲージ変換は、δ̄A − δA = −ξµ∂µA,
h̄µν − hµν = −∇µξν −∇νξµである。バー付の変数はゲージ変換後の変数を表す。背景場を

代入すると、ゲージ変換は、

δ̄A− δA = −λαξr,

h̄tt − htt =
−2Ωrξt + αξr

r
,

h̄tr − htr =
−rαξ′t + ξt − Ωrαξr

rα
,

h̄ty − hty = −ikξt − Ωξy,

h̄rr − hrr = −2rαξ′r + ξr

rα
,

h̄ry − hry = −ikξr − ξ′y,

h̄yy − hyy = −2ikξy.

(D.2.7)

と書ける。ここで、′ ≡ ∂r, α(r) ≡ ln(r/rH)である。ゲージパラメータ ξµも式 (D.2.6)の形
を仮定した。我々のゲージチョイスは、

δ̄A = 0, h̄ty = 0, h̄yy = 0. (D.2.8)

である。式 (D.2.7)よりこのゲージ条件は ξµを代数的に決定する。よって、このゲージ条件

はゲージ自由度を完全に固定する。このゲージで式 (D.2.2)と式 (D.2.3)を書き下すと、
式 (D.2.2)より、

2r2α2h′′tt − rαh′tt + (2α + 1− 2k2r2α)htt

− 4Ωr2α2h′tr − 2Ωrαhtr

+ rα3h′rr + α2(1− 2α + 2Ω2r2 + 2k2r2α)hrr

+ 4ikr2α3h′ry + 4ikrα2hry = 0.

(D.2.9)
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式 (D.2.3)より
tt成分

rα2h′rr + α(k2r2 + 2)hrr

+ 2ikr2αh′ry + ikr(2α + 1)hry = 0,
(D.2.10)

tr成分

k2rhtr + Ωαhrr + iΩkrhry = 0, (D.2.11)

ty成分

ikrαh′tr + ik(α + 1)htr

− iΩkrαhrr + Ωrαh′ry + Ωαhry = 0,
(D.2.12)

rr成分

− rαh′tt + (k2r2 + 1)htt + 2Ωrαhtr

− α2hrr − ikrα(2α + 1)hry = 0,
(D.2.13)

ry成分

− 2ikrαh′tt + ikhtt + 2iΩkrαhtr

− ikα2(2α + 1)hrr − 2Ω2rαhry = 0,
(D.2.14)

yy成分

2r2α2h′′tt + rα(2α− 1)h′tt + htt

− 4Ωr2α2h′tr − 2Ωrα(2α + 1)htr

+ rα3(2α + 1)h′rr + α2(1 + 4α + 2Ω2r2)hrr = 0.

(D.2.15)

が得られる。式 (D.2.11), (D.2.12) ,(D.2.13) ,(D.2.14)を見ると、htr, hrr, hryは消去できる

ことが分かる。その結果、httに関するマスター方程式が得られて、

r̄2α2(2k̄2α + 2Ω̄2 + k̄2)
d2

dr̄2
htt

+r̄α(2k̄2α2 + 2Ω̄2α− k̄2α + 2Ω̄2 + k̄2)
d

dr̄
htt

−(2k̄4r̄2α2 + 4Ω̄2k̄2r̄2α + k̄4r̄2α

− 2k̄2α + 2Ω̄4r̄2 + Ω̄2k̄2r̄2)htt = 0.

(D.2.16)

となる。ここで、r̄ = r/rH , k̄ = krH , Ω̄ = ΩrH である。式 (D.2.16)で httが決まれば、他

の変数 htr, hrr, hry は httは自動的に決まる。

マスター方程式 (D.2.16)を数値的に解いて不安定性を示すことにする。そのために、解
の漸近形をもとめておこう。まず r̄ ∼ 1のとき、式 (D.2.16)は、

d2

dr̄2
htt +

1
r̄ − 1

d

dr̄
htt − Ω̄2

(r̄ − 1)2
= 0 (D.2.17)
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となる。この解は、

htt ∼ AH(r̄ − 1)Ω̄ + BH(r̄ − 1)−Ω̄ (r̄ ∼ 1) (D.2.18)

である。ホライズンでは httが正則、つまりBH = 0になるような解を探す。無限遠におけ
る漸近系も求めたい。しかし、無限遠の漸近形を扱うときは注意が必要である。我々は、マ

スター方程式を数値的に解こうとしている。そのため、r̄ = ∞は r̄ = (十分大きい値)で置
き換えられる。数値計算上の理由から、この (十分大きい値)は、1000程度にしておきたい。
しかし、この程度の大きさでは α = ln r̄ ∼ 1である。よって、αの低次を無視すると正しい

結果が得られなくなってしまう。αの低次を無視せずに無限遠での解の漸近形を求めるため

にWKB近似を使う。見やすくするために、マスター方程式 (D.2.16)を

d2

dr̄2
htt + f(r̄)

d

dr̄
htt + g(r̄)htt = 0 (D.2.19)

と書く。ここで、H = htt exp(
∫

(f/2)dr̄)を定義すると、式 (D.2.19)は、

d2

dr̄2
H −

(
f,r̄

2
+

f2

4
− g

)
H = 0. (D.2.20)

と書ける。もしWKB近似成立条件

ε ≡
{(

f,r̄

2
+

f2

4
− g

)

,r̄

}2

/

(
f,r̄

2
+

f2

4
− g

)3

¿ 1, (D.2.21)

を満たしていれば、H は、

H ∝ exp

(
±

∫
dr̄

√
f,r̄

2
+

f2

4
− g

)
. (D.2.22)

で与えられる。WKB条件 (D.2.21)は、あとで数値的にチェックする。httが無限遠でゼロ

に落ちるように、�−�符号を選ぶことにする。このとき httは

htt ∝ exp

(
−

∫
dr̄

(
f

2
+

√
f,r̄

2
+

f2

4
− g

))
(D.2.23)

となる。ゆえに、dhtt/dr̄は httから決定できて、

dhtt/dr̄

htt
= −f

2
−

√
f,r̄

2
+

f2

4
− g (D.2.24)

となる。

これで、数値計算を始めることができる。Runge-Kutta algorithmを用いて r̄1 = 1000.0
から r̄2 = 1 + 0.0001まで積分した。初期条件は htt(r̄1) = 1とおいて、dhtt/dr̄(r̄1)は式
(D.2.24)から決めた。この条件下で、k̄を止めて Ω̄をふらしながらマスター方程式 (D.2.16)
を解いていく。ホライズン近傍 r̄ = r̄2ではBH の値をチェックし、BH の符号が変わるとき

の Ω̄の値を探した。この操作を様々な k̄で行うことによって、分散関係 (図D.1) が得られ
た。これによって不安定性が示されたことになる。さらに Ω̄ = 0になるとき、つまり不安定
と安定の境目で k̄ = k̄crit = 0.8454 となることが得られた。また、図D.2を見ると ε ¿ 1を
満たしていることが分かる。これにより r̄ = r̄1でWKB近似を用いた正当性が示された。
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図 D.1: 分散関係
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図 D.2: WKBパラメータ

D.3 (2+1)次元ブラックストリングの蒸発過程
前節で、ホライズン半径がコンパクト化のスケールよりも小さい (2+1)次元ブラックス

トリングは不安定であることが示された。逆に言えば、ホライズン半径がコンパクト化のス

ケールよりも大きい場合、このブラックストリングは安定である。この古典的安定性は、物

質場の量子効果、つまりHawking輻射によってどのように変わるであろうか。作用 (D.1.1)
に、物質場を加えて

S[A, g] =
∫

d3x
√−g[AR + V (A)] +

∫
d3x

√−gA[−1
2
(∇f)2] (D.3.1)

とする。物質場は、式 (6.2.6)の物質場の dimensional reductionに習って、Lagrangianに
dilaton Aをかけたものを用いた。内部空間のダイナミクスを考慮に入れるために、計量を

ds2 = gab(xa)dxadxb + e−2χ(xa)dy2 (D.3.2)

とおく。χは、radionと呼ばれ内部空間の大きさを記述する場である。ここでは、rH À L

を仮定して、すべての場は yに依らないとする。このとき、作用 (D.3.1)において y積分が

実行できてしまって、

S[A, g, χ, f ] = M3L

∫
d2x

√−g e−χ[AR− 2∇A · ∇χ +
λ2

A
] +

∫
d2x

√−g e−χA[−1
2
(∇f)2] ,

(D.3.3)
が得られる。上式の g, Rはそれぞれ 2次元計量、2次元リッチスカラーである。2次元の
dilaton gravityの観点から、ブラックストリングの蒸発を調べることができることが分かる。
Hawking輻射の反作用を考えたいので物質場は量子的に扱おう。つまり、物質場の古典作用
の代わりに、e�ective action

W [A, g, χ] = −i ln
(∫

Df exp(i
∫

d2x
√−g e−χA[−1

2
(∇f)2])

)
(D.3.4)

と、半古典的エネルギー運動量テンソル

〈Tab〉 =
−2√−g

δW

δgab
. (D.3.5)
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を用いる。反作用は摂動論的に取り入れることにする。つまり、Tabを小さいとして、背景

時空 (D.1.17)を perturbさせる。6.4節と同様な計算を行うことにより、マスター方程式と
して、

−¤δχ− 1
A
∇A · ∇δχ =

1
4M3L

1
A
〈T a

a 〉 . (D.3.6)

が得られる。ここで δχは radion perturbationである。付録 Cで述べているように、物質
場にはWeyl対称性があるので、古典的には右辺のエネルギー運動量テンソルのトレースは
ゼロである。しかし、量子化によりこの対称性は破れて、ゼロでないトレースパート

〈T a
a 〉 =

1
24π

R =
1

24πr2
. (D.3.7)

が得られる。マスター方程式 (D.3.6)を解いてみよう。初期条件は、δχ(t = 0, r) = δχ,t(t =
0, r) = 0とする。このとき、動き始めの radionのダイナミクスは、

δχ =
1

8M3L

α(r)
A

〈T a
a 〉 t2 =

1
192πλM3L

ln(r/rH)
r3

t2 . (D.3.8)

で与えられる。この振舞いを絵にすると、高次元ブラックストリングと同様な振舞いで図

6.4のようになる。
これにより、我々が発見した新しい (2+1)次元ブラックストリングの蒸発過程は、高次元

ブラックストリングと定性的には代わらないことが予想される。よって、このブラックスト

リングは non-linearの内部空間のダイナミクスを調べる際の新しいモデルとして用いること
ができる。
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